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Ankündigung. 



Der grossart ge V fschw ng weiden de >.at rw asenscl afte 
n unserer Ze t erfal ren I iben st w e allgeu e anc kannt w rd 
n cht z m kle nstc Masse d rch d e A sb 1d ng nd \Grbre tung 
der Unterr el tsm ttel der Exper nentalrorles gen Labors 
toten SV lelngt Wil re d aber dur h le vorl andenen 
E nr cht ngen z rar de Ke nt ss des gegenwärt gen Inl altes der 
"tt 8 ensehaf auf d'is erfolg e I ste ve m tteit w rd 1 aben h cb 
stehende und weitbl cke de Manner w ederl olt a f e nen Mangel 
h nwe aen n ssen welcl er der gege wlirt gen w ase sei aftl cl en 
Ausbildung jüngerer Kräfte nur eu oft anhaftet. Es ist dies das 
Fehlen des historischen Sinnes und der Mangel an 
Kenntniaa jener grossen Arbeiten, auf welchen das 
Gebäude der Wissenschaft ruht. 

Dieeem Mangel soll durch die Herausgabe der Klassiker 
der exakten Wissenschaften abgeholfen werden. In handlicher 
Form und zu billigem Preise sollen die grundlegenden Abhandlun- 
gen der geaammten exakten Wissens cliaften den Kreisen der Lehren- 
den und Lernenden zugänglich gemacht werden. Es soll dadurch 
ein Unterrichtsmittel beschafft werden, welches das Eindringen 
in die Wissenaehaft gleichzeitig belebt und vertieft Dasselbe ist 
aber auch ein Forsthungsmittel von grosser Bede i tung Denn 
m jenen grundlege den Schriften ruhten nicht nui die Keime weicht 
inzwischen sieh entwickelt lind Fruchte getragen habe i sondern 
es ruhen m ihnen noch lahlloae andere Keime die noch der Ent 
wicUui g harren und dem in der Wissenschaft Arbeite iden und 
Forschet den b Iden lene Schriften eine unerschöpfliche F indgr ibc 
von Anregungen und föideraden Gedanken. 

Die Klassiker der exakten Wissenschaften sollen 
ihrem Namen gemäss die rationellen Naturwissenschaften, Ton der 
Mathematik bis zur Pliysiologie umfassen und werden Abhandlungen 
aus den Gebieten der Mathematik, Astronoinic, Physik, 
Chemie {einschliesslich Krystallkunde] und Physiologie ent- 
halten. 

Die allgemeine Redaktion führt von jetzt ab Professor emer. 
Dr. Arthur von Oettiugen, Privatdocent an der Universität 

Fcrlsalzung auf der drillen Seile des Umschlages. 
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Johann BernouUi 



Einladung zur Lösung eines neuen Problems. 

Aus den Acta Eriiditorum , Leipzig, Juni 1696. S. 269. 

Wenn in einer veiticalen Ebene zwei Punktet und 
B gegeben sind, soll man dem beweglichen Punkte 31 
eine Bahn AMB anweisen, auf welchor er von A aus- 
gehend vermöge seiner eigenen Schwere in kürzester 
Zeit nach B gelangt. 

Damit Liebhaber solcher Dinge Lust bekommen sich an 
die Lösnug dieses Problems za wagen, mögen aie wissen, 
daas es nicht, wie es scheinen könnte, blosse Speeulation ist 
und keinen praktischen Nutzen hat. Vielmehr erweist es sich 
sogar, was man kaum glauben sollte, auch für andere Wissens- 
zweige, als die Mechanik, sehr nützlich. Um einem vor- 
eiligen Urtheile entgegenzutreten, möge noch bemerkt werden, 
dass die gerade Linie AB zwar die kürzeste zwischen A und 
B ist, jedoch nicht in kürzester Zeit durchlaufen wird. Wohl 
aber ist Hie Gni-VQ A MB eine den Geometera sehr bekannte, 
die ich angeben werde , wenn sie nach Verlauf dieses Jahres 
kein anderer genannt hat. 



AnkündignDg, 

herausgegeben GriiningeD, Januar 1697. 

Die scharfsinnigsten Mathematiker des ganzen Erdkreises 
i'üsst Johann Bernoulli, öifentlichev Professor der Mathematik. 

Da die Erfahrung zeigt, daas edle Geister zur Arbeit 
II der Vermehrung des Wissens durch nichts mehr angetrieben 
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4 Johann Bernoulli. 

werden, als wenn man ihnen schwierige und zugleich nützliche 
Aufgaben vorlegt, durch deren Lösung sie einen berühmten 
Namen erlangen und sich bei der Nachwelt ein ewiges Denk- 
mal setzen, so hoffte ich. den Dank der mathematischen Welt 
zu verdienen, wenn ich nach dem Beispiele von Männern wie 
Mersenne, Pascal, Fermat, Yiviani und anderen ^j, welche vor 
mir dasselbe tbaten, den ausgezeichnetsten Analysten dieser 
Zeit eine Anfgabe vorlegte, damit aio daran, wie an einem Pi-flf- 
steine, die Güte ihrer Methoden beurtheilen, ihre Kräfte er- 
proben und, wenn sie etwas fanden, mir mittheilen könnten; 
dann würde einem jeden öfientlieh sein verdientes Lob von 
mir zu Theil geworden sein. 

Hun habe ich vor einem halben Jahre im Jnnihefte der 
Leipziger Acta Ernditorum eine solche Aufgabe vorgelegt, 
deren Nützlichkeit und Schönheit alle erkennen werden, die 
sich erfolgreich mit ihr beschäftigen. Seehä Monate Frist vom 
Tage der VeröffenÜiehnng ab wurde den Geometern gewährt, 
und wenn bis dahin keine Lösung eingelaufen wäre, versprach 
ich die meinige mifzntheilen. Verflossen ist dieser Zeitraum, 
und keine Spur einer Lösung ist erschienen. Nur der be- 
rühmte, um die höhere Geometrie so verdiente Leihniz theilfe 
mir brieflich mit^), dass er den Knoten dieses, wie er sich 
auadrtckte , sehr schönen und bis jetzt unerhörten Problems 
glflcklieh aufgelöst habe, und bat mich freundlich, die Frist 
bis zum nächsten Osterfeste ausdehnen zu wollen, damit die 
Aufgabe inzwischen in Frankreich und Italien veröffentlicht 
werden könnte, und Niemand Veranlassung hätte sich über 
eine zu enge Bemessung des Zeitraums an beklagen. Dieser 
ehrenvollen Aufforderung gab ich nach, ja ich beschloss selbst 
die Verlängerung zu verkündigen, und will jetzt sehen, wer 
diese edle aber schwierige Aufgabe angreifen und, nach so langer 
Zeit, endlich sie bemeistem wird. Für die aber, in deren 
Hände die Leipziger Acta nicht gelangen, wiederhole ich hier 
die Aufgabe. 

mechanisch -geometrisches Problem 

über die Linie des schnellsten Falles. 
Zwei gegebene Punkte, welche verschiedenen Ab- 
stand vom Erdboden haben und nicht senkrecht über- 
einander liegen, sollen durch eine Curve verbunden 
werden, auf welcher ein beweglicher Körper vom 
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Vai'i ati oas -Roch Min g. 5 

oberen Punkte ausgehend vermöge seiner eigenen 
Schwere in kürzester Zeit zum unteren Pankte ge- 
langt. 

Der Sinn der Äufgahe ist der : unter den unendlich vielen 
Curven, welche die beiden Punkte verbinden, soll diejenige 
ausgewählt werfen, längs welcher , wenn sie darch eine ent- 
sprechend gekrümmte sehr dünne Eöhre ersetzt wird, ein 
hineingelegtes und freigelassen ea Kügelchen seinen Weg von 
einem zum anderen Punkte in kürzester Zeit durchmiast. 

Um aber jede Zweideutigkeit anaznschliessen , sei aus- 
drücklich bemerkt, dass ich hier Galilei's Hypothese an- 
nehme, an deren Wahrheit, wenn man vom Widerstände ^h- 
sieht, kein verständiger Geometer mehr zweifelt, dass nämlich 
die Geschwindigkeiten, welche ein fallender Eörper erlangt, 
sich wie die Quadratwurzeln der durchmessenen Höhen ver- 
halten, unser Verfahren für die Lösung iat freilich allgemein 
und findet auch für jede andere Hypothese Anwendung. 

Da nunmehr keine Unklarheit übrig bleibt, bitten wir 
alie Geometer dieser Zeit insgesammt inständig, daas sie sich 
fertig mafihen, dass sie daran gehen, dass sie alles in Be- 
wegung setzen, was sie in dem letzten Schlupfwinkel ihrer 
Methoden verborgen halten. Wer es vermag, reisse den Preis 
an sich, den wir dem Löser bereit gestellt haben. Freilich 
ist dieser nicht von Gold oder Silber, denn das reizt nur 
niedrige und käufliche Seelen, von denen wir nichts löbliches, 
nichts nützliches fUr die Wissenschaft erwarten. Vielmehr, 
da Tugend sich selbst der seliönste Lohn ist und Ruhm ein 
gewaltiger Stachel, bieten wir als Preis, wie er einem edlen 
Manne zukommt, Ehre, Lob und Beifall, durch die wir den 
Scharfsinn dieses grossen Apollo öffentlich und privatim, in 
Schrift und Wort, preisen, rühmen und feiern werden. 

Wenn aber das Osterfest vorübergegangen ist und Nie- 
mand unsere Aufgabe gelöst hat, dann werden wir unsere 
Lösung der Welt nicht vorenthalten, dann wird der unver- 
gleichliche Leibniz seine und unsere Lösung, die wir ihm 
schon längst anvertraut haben, sofort, 'wie ich hoffe, ans Lieht 
gelangen lassen. Wenn die Geometer diese Lösungen, welche 
aus tiefliegender Quelle geschöpft sind, atudiren werden, 
dann werden sie zweifellos erkennen, wie eng die Grenzen 
der gewöhnlichen Geometrie sind, und werden unsere Ent^ 
deckung um so höher .sehätzen, je weniger Löaer unsere aus- 
gezeichnete Aufgabe gefunden hat, sogar unter denen, welche 
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sieli rühmeu durch besondere Methoden , die sie so sehr an- 
preison, in die tiefsten Geheimnisse der Geometrie eingedrungen 
zu Bein und deren Gebiet in wunderbarer Weise durch goldeae 
Theoreme erweitert zu haben, wolclie, wie sie wähnten, Nie- 
mand kannte, die indess von anderen schon lange vorher ver- 
öffentlicht worden waren 3). 



Die Ki'äiamiing eines Lichtstraäils iu iiiigleicliförmif^en 
Medien und die Lösung des Problems, die Brachisto- 
cliroiie zu finden, das lieisst, die Cnrve, auf welcher ein 
schwerer Punkt von einer gegehenen Stelle zn einer 
anderen gegehenen Stelle in kürzester Zeit herahläuft, 
sowie üher die Construction der Synchrone oder der 
Welle der Strahlen. 

Aus den Acta Eruditorum, Leipzig, Mai 1697. S. 2ÜG, 

Es sind schon soviele Methoden über Maxima und Minima 
erschienen, dass in Betreff dieses Gegenstandes nichts übrig 
zu bleiben scheint, dessen Schwierigkeit nicht diejenigen über- 
winden zu können glauben, welche sieh lühmen entweder selbst 
die Urheber dieser scharfsinnigen Methoden oder Anhänger 
der Urheber zu sein. Mögen sie nnn soviel sie wollen auf 
des Lehrers Worte schwören, "so werden sie doch, wenn sie 
es nur vorsnchen, sehen, dass unsere Aufgabe gann und 
gar nicht in die engen Grenzen ihrer Methoden sich zwängen 
lässt, die sich nnr soweit erstrecken, als unter gegebenen 
Grössen, deren Anzahl endlich oder unendlich sein kann, das 
Maximnm oder Minimum zu bestimmen ist. Wenn aber, wie 
bei unserer Aufgabe, die Grössen, aus welchen die grösste 
oder kleinste ausgewählt werden soll, ebenso wenig bestimmt 
sind, als das, was man sucht, da werden sie sich vergebens ab- 
mühen. Cartesius, Fermat und andere ausgezeichnete Männer*), 
welche einst für die VotKÜgliehkeit ihrer Methoden so heftig 
kämpften, als ob es sich um Herd und Altar handle, oder 
jetzt ihre Anhänger an ihrer Stelle, müssen offen eingestehen, 
dass, wer nur ihre Methoden kennt, hier ganz und gar stecken 
bleibt. Es ist nicht meine Art und auch nicht meine Absicht 
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Variation 8 -Eechoung. 7 

die Erfindungen anderer schleclit zu machen ; sie haben sicher 
viel geleistet und das Ziel, welches sie sich gesetzt hatten, 
trefflich erveicht ; denn ebenäo wie in ihren Schriften solche 
Betrachtung en über Masima und Minima sich gar nicht finden, 
ebenso haben sie ihi'e Methoden nur für die Lösung der ge- 
wöhnlichen Aufgaben empfohlen. 

Ich verspreche nicht eine allgemeine Methode zu geben, 
die man wohl vergebens suchen dürfte, wohl aber besondere 
Verfahrungsarten , welche nicht nnr bei dieser, sondern auch 
bei anderen Aufgaben zum Ziele führen. Mit ihrer Hilfe 
babe ich das Pi-oblem glücklich gelöst und meine Lösung, 
während andere auf anderen Wegen sich mühten, sofort dem 
berühmten Leibniz unterbreitet, damit dieser sie mit der 
seinigen zusammen veröffentlichte, wenn er eine fände. Hieran 
zweifelte ich nieht, der ich das Genie dieses scharfsinnigen 
Mannes genügend kenne. In der That erfalire ich, während, 
ich dies schreibe, aus einem der Briefe, mit denen er mich 
häufig beehrt, dass ihm mein Problem über Erwai-ten gefallen 
hat. Es lockte ihn, sagt er, durch seine Schönheit, wie der 
Apfel die Eva, und er wurde sofort Herr der Lösung. Was 
andere geleistet haben, wird der Ausgang zeigen. Jedenfalls 
verdient es das Problem, dass die Goometer seiner Lösung 
einige Zeit widmen, wenn ein so beschäftigter Mann es nieht 
für unnütz hielt, seine Zeit darauf zn verwenden. Und dies 
sei ihnen Gewinn genug, dass sie durch die Lösung Zugang 
zu verborgenen Wahrheiten erhalten, die sie sonst sohwerlieh 
finden dürften. 

Mit Recht bewundem wir Huygens, weil er zuerst 
entdeckte, dass ein schwerer Punkt auf einer gewöhnlichen 
Gycloide in derselben Zeit herabfällt, an welcher Stelle er 
auch die Bewegung beginnt^). Aber man wird starr vor Er- 
stannen sein, wenn ich sage, dass gerade die Cycloide, die 
Tantochrone von Huygens, die gesuchte Braehistochrone ist. 
Zu dieser Einsicht gelangte ich auf zwei Wegen, einem in- 
direkten und einem direkten. Als ich den ersten verfolgte, 
entdeckte ich eine wunderbare Übereinstimmung zwischen der 
krummen Bahn eines Liehtstrahles in einem stetig sich ändern- 
den Medium und unserer Braehistochrone; ich bemerkte auch 
noch andere geh eimniss volle Dinge, welche bei dioptrischen 
Untersuch ungen von Nutzen sein dürften. Deshalb ist wahr, 
was ich behauptete, als ich die Aufgabe stellte, dass sie nicht 
blosse Speculation sei, sondern auch ftlr andere Wissenszweige, 
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8 Johann Bernoulü, 

nämlioli für die Dioptrik, sieb, sehr aützlich eiweise. Um 
aber meine Worte dureli die That zu bekräftigen, gebe ich 
hier die erste Löaungsweiae. 

Fermat hat in einem Briefe an De la Chambre [siehe 
Bpist, Oarfesii Lat. Tom. III, p. 147 und Fermatii Opera 
Mathem,, p. 15B) nachgewiesen, dass ein Lichtstrahl, welcher 
aus einem dünneren in ein dichteres- Medium übergeht, so 
gegen das Loth gebrochen wird, dass der Strahl, welcher der 
Annahme nach vom leuchtenden zum beleuchteten Punkte 
stetig fortschreitet, den rüoksiohtlieh der Zeit kürzesten Weg 
einsehlägt. Mittelst dieaea Piincipea zeigt er, dass der Sinus 
des Einfallswinkels und der Sinus des Brechungswinkels sich, 
umgekehrt verhalten wie die Dichtigkeiten der Medien, also 
direkt wie die Geschwindigkeiten, mit denen der Lichtstrahl 
die Medien durchdringt. Später haben Leibniz in den Acta 
Eruditorum 1682, 8. 185 und bald darauf Huygens in seiner 
Abhandlung über das Licht, S. 40, dies ausführlicher be- 
wiesen und das physische oder besser metaphysische Pi-incip, 
welches Fermat, mit seinem geometrischen Beweise zufrieden 
und allzuleioht sieh seines Rechtes begebend, auf Andrängen 
von Clerselerius verlassen zu haben scheint, durch die kräftigsten 
Beweisgründe sieher gestellt^). 

Jetzt wollen wir uns ein Medium denken, welches nicht 
gleichmässig dicht ist, sondern von lauter parallelen horizontal 
übereinandergelagerten Schichten gebildet wird, deren jede aus 
durchsichtiger Materie von gewisser Dichtigkeit besteht, weiche 
nach einem gewissen Gesetze abnimmt oder zunimmt. Dann 
^st klar, dasa ein Lichtkörperchen nicht in gerader, sondern 
n krummer Linie fortgehen wird. Das hat schon Huygens 
n der erwähnten Abhandlung Ober das. Licht bemerkt, aber 
er bestimmte nicht die Beschaffenheit dieser Ourve, auf welcher 
das Liehtk5iT)erchen in kürzester Zeit von einer Stelle zu einer 
anderen gelangt. Unterwegs wächst seine Geschwindigkeit oder 
nimmt ab gemtlsB der Dichtigkeit des Mediums und, da be- 
kanntlich die Sinns der Brechnngswinkel in den einzelnen 
Punicten sich umgekehrt wie die Dichtigkeiten des Mediums 
oder direkt wie die Geschwindigkeiten des Lichtkörperchens 
verhalten, so hat die Curve die Eigenschaft, dasa die Sinus 
ihrer Neigungswinkel gegen die Verticale überall den Ge- 
schwindigkeiten proportional sind. Jetzt aber erkennt man 
sofort, dasa die Brachistoehrone die Curve ist, welche ein 
Lichtstrahl auf seinem Wege durch ein Medium bilden würde, 
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dessen D i,ht gkeit umgekehrt pKportional ist dei Geschumdig 
koit welche ein schweiei Köiper beim Fallen erlingt Denn 
ob dei Zu-nichs dei Geschwindigkeit von dei Beschaffenheit 
emes mehi odei weniger wideiatehenden Mediums -ibhlngt 
odei ob m«i von dem Medium ab-iieht und innimmt dasä 
die Be-icl leunigung duich eine indeie Uisacke iher nich 
demselben Gesetze ^le bei dei Schweiki ift Pi?eugt ^ud 
m beiden FiUen wud die Üurve m küizestei Zeit duichkuten 
und nichts veib etet dip eine in die Stelle der andeicn zu 
-iCtzen 

Vuf solche Weise kann min bei behebigem (Tesetze dei 
BesphlennigiiDg unseie -Viitriibe l)«en denn 'iie ist daiauf 



Tie 1 




KU rUckgo führt, dass man den Weg eines Lichtstrahles in einem 
Medium bestimmt, dessen Dichtigkeit boliobig variirt. Es 
sei also FGD das Medium, welches von dev horizontalen 
Geraden FG begrenzt wird, in der sich der leuchtende Punkt A 
befindet. Gegeben sei die Ourve AHB mit der vertiealen 
Achse AD, deren Ordinateu HC umgekehrt proportional 
der Dichtigkeit des Mediums in der Höhe A C oder direkt 
proportional der Geschwindigkeit des Liohtkörperchens in M 
ist. Die krumme Bahn des Lichtstrahls, welche man sucht, 
sei AMB. Man setze 

AC = x, CB=t, CM = y 



i üifi'erentiale 
Cc = da 



= äp, - 



endlich sei a eine willkürliche Constante. Dann ist in M Her 
Sinus des Brechungswinkels oder des Neigungswinkels der Cnrve 
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gegen die Vei'ticale gleich dy.dz. Nun ist, wio eben gesagt 
wurdo, ^as Verhältaiss liiesew Sinas zu SC eoiistant, also 

dy t -^ dz : a, 
woiaiis 

adii = tdz 
und 

«" d^f = rdx = P dx> + t df 

fulgt, und diea giebt umgeformt als allgemeine Differential- 
gleichung der gesuchten Cui-ve AMB: 

, tdx 

So habe ich mit einem Schlage zwei ausgezeichnete Probleme, 
ein optisches und ein mechanisches gelöst and mehr geleistet, 
als ich von anderen verlangte; ich zeigte, dass die beiden 
Aufgaben, welche ganz verschiedenen Gebieten der Mathematik 
entnommen sind, dennoch dieselbe Beschaffenheit besitzen. 

Betrachten wir jetzt einen besonderen Fall, nämlieh die 
gewöhnliche Hypothese, welche zuerst Galilei einführte und 
bewies, wonach die Geschwindigkeiten fallender schwerer Körper 
sich wie die Qnadrat wurzeln der durchmossenen Höhen ver- 
halten, denn das ist ja eigentlich die Aufgabe. Unter dieser 
Voraussetzung ist die gegebene Curve AUE eine Parabel 
und daher f = Vaj: Setzt man diesen Werth in die all- 
gemeine Gleichung ein, so kommt: 



dif = dx 



1/=^ 



woraus ich schliesse, dass die Brachistochrone die gewöhnliche 
Oycloide ist. Wälzt sich nämlich der Kreis GLKvom Durch- 
messer a auf ^ (? und beginnt das Wälzen in A, so beschreibt 
der Punkt K eine Cycloide, als deren Differentialgleichung, 
wenn 

AC= X, CM = y 

gesetzt wird, man gerade 

dy =^ dx y — '- — 
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Man iianii dies von vorn herein analytisch so zeigen. 



'Y^ 



Es ist aber {adx — 2zdx):%yux — x^ das Differential von 
Vax — x^ oder LO nnd adx-.lVäx^^x^ das Differential 
von dem Bogen GL. Aus der Gleichung 



'? = <'" V^^n 



folgt also durch Integration: 

ÜM= arc GL — LO. 
Mithifl ist 

MO =00 — arc GL -\- LO. 

CO ^= arc GLE, 
00 — arc GL = arc LK 
ist, so erhält man: 

MO = arc LK ^ L 0, 
lind, indem man auf beiden Seiten LO abzieht; 

ML = arc LK, 
was lehrt, dass die Ourve KMA eine Cycloide ist. 

Um dera Probleme vollständig zu genügen, bleibt noch z 




zeigen, wie man von einem gegebenen Punkte ; 

die Bvachistochrone oder Cycloide beschreiben kann, welche 
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durch einen zweiten gegebenen Punkt geht. Es gesehieht ao 
am leichtesten. Man verbinde die beide» gegebenen Punkte A 
und B durch eine Gerade Ah nnd hesehi'eibe über der hori- 
zontalen Linie AL irgend eine Cycloide, welche nur in A 
ihren Anfang haben ninsä. Schneidet sie die Gerade ^4 JB in Ä, 
80 verhält sieh der Durchmesser des Kreises, welcher die ge- 
suchte Cycloide ABL erzeugt, au dem Durchmeaaer dea 
Kreises, welcher die Cycloide ^-K»^ erzeugt, wie-4£:^Ä'). 

Bevor ich aohÜease, muss ich noch einmal der Bewunde- 
rung Ausdruck geben, welche ich über die anerwartete Identität 
der Huygens'schen Tautochrone und meiner Brachistochrone 
empfinde. Für besonders bemerkeuswerth halte ich, daas dieae 
Übereinstimmung nur bei der Hypothese Galilei's stattfindet, 
so dass man sogar hieraus einen Beweis für ihre Richtigkeit 
erhält. Denn die Natur pflegt immer auf die einfachste Art 
zu verfahren, und ao leistet aie hier durch eine Cuiwe zwei 
versehiedene Dienste, während bei jeder anderen Hypothese 
Bwei Curven, die eine für tautochrone Schwingungen, die andere 
für den schnellsten Fall, nöthig wären. Wenn sieh z. B. die 
Geschwindigkeiten fallender Körper nicht wie die Quadrat- 
wurzeln, sondern wie die Kubikwurzeln der Höhe verhielten, 
so würde die Brachistochrone algebiaiseh, die Tautochrone 
transcendent sein; verhielten sich aber die Geschwindigkeiten 
wie die Höhen, ao wären beide algebraisch; jene ein Kreis, 
diese eine gerade Linie ^j. 

Die Geometer werden sieh, meine ich, freuen, wenn ich 
anhangsweise noch die Lösung eines be merken swerthen Pro- 
blems gebe, welches mir anlässlich dea Vorhergehenden beim 
Schreiben einfiel. Mau sucht in einer verticalen Ebene eine 
Onrve PB, welche man Synchrone nennen könnte, zu deren 
Punkten B ein schwerer Körper, welcher auf den Cycloiden 
AB von A aus fällt, in derselben Zeit gelangt. Der 
Sinn dieser Aufgabe ist der, daas man von jeder Cycloide 
mit der Basis AG einen Bogen AB abschneiden soll, welchen 
der schwere Körper bei seinem Falle von A aus in derselben 
Zeit zurücklegt, die er brauchen würde, um vertioal von A 
nach einem gegebenen Punkte P zu fallen. Der Ort dieser 
Punkte B ist die gesuchte Synchrone PB. 

Wenn man aufmerksam überlegt, was oben llber den 
Lichtstrahl gesagt wurde, ao erkennt man deutlich, dass diese 
Cui've gerade die ist, welche Huygens in der Figur auf 8, 44 
seiner Abhandlung über das Licht mit B C bezeichnet und 
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Welle nennt, und wie diese alle St hl 1 d 

leuchtenden Punkte A ausgehen, a k If h l t 
BClion Hnygens richtig hemerkt hat m h un 

Curve PB alle Cyeloiden mit dem A f g pu kt i ht 
winklig treffen'). So ist die Anfgabe a t 1 n m t h 

zurückgeführt, man solle die Curve fi 1 n w 1 h U C3 1 
Iden mit dem Anfangspunkte A senk ht hu d t H tt 
ich die Aufgabe in dieser Form geat Ut wt d d 

Geometem viel Muhe gemacht habe B t Htm 
aber von ihrer mechanischen Seite 1 1 1 f 




: folgende Constrnction. Die Cycloido ABJK werde 
von dem Kreise GLK mit dem Durchmesser GSI erzeugt. 
Dann mache man den Bogen GL gleich der mittleren Pro- 
portionale aus der gegebenen Strecke AF und dem Durch- 
messer GK. Zieht man jetzt LB parallel der horizontalen 
Geraden AG, so wird dieCycloide ABS im gesuchten Punkte 
B geschnitten'*'). Wenn jemand seine Methode an anderen Auf- 
gaben üben will, so möge er die Curve suchen, welche eine 
Schaar von transcendenten Onrven, denn für algebraische wäre 
die Sache nicht schwer, z. B. logarithmisohe Ciirven mit ge- 
meinsamer Axe, welche durch denselben Punkt gehen, recht- 
winklig schneidet ''). 



y Google 



II. 
Jacob Bernoulli 

Lösung der Aufgaben meines Bruders, 
dem ich dafär andere vorlege. 

Aus den Acta Eruditomm, Leipzig, Mai 1697. S. 211. 

Diö Oeometer haben die Methode der Maxima und Minima 
bia jetzt mir auf aolche Aufgaben angewandt, bei welolien 
nnter den nuendlick vielen Functionen einer Curve i^) die gi-Öaste 
oder kleinste gesucht wird, und äie dachten nicht daran jene 
Methode auf Probleme anzuwenden, bei welchen nnter unend- 
lich, vielen nicht gegebenen Curven die vorlangt wird, der 
eine Eigenschaft des Mazimuma oder Minimnms zukommt, 
wähvend doch gerade diese Aufgaben den anderen an 
Schwierigkeit der Lösung und Vovzllgliehkeit doa Nutzens 
nicht nachstehen. Zu ihnen gehört die, welche mein Bruder 
im Juni vorlegte nnd für deren Löaung er die Frist bis zum 
Ende des verflossenen Jahres stellte, nämlich daa Problem die 
Oligochrone au finden, auf welcher ein schwerer Punkt von 
einer gegebenen Stelle zu einer anderen gegebenen Stelle seinen 
Fall in kürzester Zeit vollendet. Obwohl mir die Heraus- 
forderung meines Bruders gleichgtlltig war, konnte ich mich 
doch der Mühe der Lösung nicht entziehen, als mich der be- 
rühmte Leibniz in froundlichater Weise dazu einlud. Denn 
nachdem er mir in einem Briefe vom 13. September mitge- 
theilt hatte, er habe das Problem gelöst und wünsche, dass auch 
andere es versuchten, da griff ich an, was ich sonst unberührt 
liegen gelassen hätte, und zwar sofort mit dem besten Er- 
folge: bereits am 6. Oktober hatte ich die Lösung und zeigte 
sie von da an meinen Freunden. Den Acta theilte ich sie 
nicht mit, weil ich erfuhr, dass die Frist zn Gunsten der 
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1 kürzere 1 



Auswärtigen bis auf diese Osteia verschoben sei und mioli 
deshalb entschlossen hatte , meine Forschungen auf andere 
schwierigere Probleme za richten und diese gleichzeitig mit 
meiner Lösung vorznlegen. Bevor ich aber zur Lösung der 
vorliegenden Aufgabe Übergehe, schicke ich folgendes Lemma 
voraus . 

Ist A CEDB die verlangte Curve, auf welcher ein 
schwerer Punkt in kürzester Zeit von A nach B fällt, und 
sind C und D zwei beliebig nahe 
Punkte auf ihr, so ist das Ourven- 
atück CED unter allen Curven- 
stücken, welche C und D zu End- 
punkten haben, das, welches ein 
schwerer Punkt, der von A aus fällt, 
in kürzester Zeit durchmisst. Wüi-de 
nämlich ein anderes Curvenstück CFD 
in kürzerer Zeit durchmessen werden, 
so würde der Punkt gegen die Annahme AGFDB i 
Zeit als ACEDB durchlaufen. 

Es sei also in einer beliebig gegen den Horizont ge- 
neigten Ebene (denn die Ebene braucht nicht vertical zu sein) 
A OB die gesuchte Curve , auf welcher ein schwerer Punkt 
von A aus in kürzerer Zeit 
nach B gelangt, als auf 
jeder anderen Curve in 
dieser Ebene. Man nehme 
auf ihr irgendwo zwei un- 
endlich n^e Punkte Ü und 
D an und ziehe die hori- 
zontale Gerade AH, das 
Loth CH, i>FpaTallel^Zf, 
hälbire GF durch E und 
vervollständige das Paral- 
lelogramm DE dureh die 
Gerade EJ. Auf EJ ist dann ein Punkt Cr von der Be- 
schaffenheit zu bestimmen, dass dio Zeit des Falles durch CG 
vermehrt um die Zeit des Falles durch GD ein Minimum ist. 




Ich 



i mit 



tCG + tGD\ 
dabei ist immer zu beachten, dass der Fall in der Höhe von 
A beginnt. Nimmt man jetzt auf der Geraden EJ einen 
anderen Punkt L so an, d^s GL unendlich klein gegen EG 
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ist, und zieht CL und T)L, so ist nach der Natur des Mini- 
mums : 

tCL + tLD = tCG-<rtGD 
und äaker: 

tCG^tCh^lLT)— tGD. 

Jetzt Bchliesse ich so. Es ist nacli der Natur des Falles 
schwerer Körper: 

CE: CG = tCE:tCG 
OE: GL^tGE-.tCL, 
also 

GE:{CG— CL) = tOE:{tCG~-iCL). 

Nimmt man nun auf CG den Punkt M so an, dass 031 = 
CL, folglich CG ■ — CL = MG iat, so hat man wegen der 
Ähnlichkeit der Dreiecke MLG und CEG: 

MG: GL = EG: CG, 
mithin: 

OE:GL = EG-tOE: CG ■ [tCG — tCL). 
Ebenso ist nach der Natur des Falles schwerer Körper: 
EF: GD^tEF-.tGD 
EF: LD = tEF: tLD, 
also 

EF:[LD— GD) = tEF:{tLD — tGD). 
Nimmt man auf DL den Punkt N so an, daas _DG = DJSl, 
folglich LD ^ GD =^ LN iat, so hat man wegen der 
Ähnlichkeit der Dreiecke LNG und GJD: 

LN:LG= GJ: GD, 
mithin : 

EF:LG= GJ-tEF: GD • [tLD — tGD). 
Durch Vergleichung erhält man: 

EG • tCE : C G ■ [tCG — t C L) 
= GJ-tEF: GD -[tLD — tGD) 
und hieraus durch Umstellung: 

EG. tCE: GJ-tEF 
= CG[tCG — tCL): GD[tLD — tGD) = CG: GD, 
weil ein Minimnm stattfinden soll. 
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Nach dem Gesetze der Schwöre ist aber; 

EG- _GJ_ 
' V"HC ' VHE 
und somit endlich : 



EG ■ tCE: GJ-tF.F-- 



Vhc VMi: 



GD. 



Hier bitfan wir beiläufig den berüliinteii Herrn Nieu- 
wentiit sich den Gebrauch zweiter Differentiale, die er mit 
Unrecht verwirft, anzusehen'^). Wir waren nämlich genöthigt 
den Theil GL der nnendlich kleinen Strecke EG im Ver- 
hältnisa dazu unendlich klein anzunehmen, und ich sehe nicht, 
wie man sonst zur Lösung do3 Problems gelangen könnte. 
Denn ea sind E G 
und G J Elemente der 
Äbscisse AM, CG 
und G D Elemente der 
Curve, HC-mdiBE 
ihre Ordinaten und 
CE und EF Ele- 
mente der Ordinate, 
das Prohlem iässt sich 
also auf das rein geo- 
metrische zurückfüh- 
ren, mansoIledieCiirve 
bestimmen, deren I^i- 
nienelemente deuEIe- 
menten der Abscissen 
direkt und den Qua- 
dratwurzeln aus den 

Ordinaten indirekt proportional sind Idi ünlc diso 1 se 
Eigenschaft der Huyghens' sehen Isochrone welche SDmit aiicl 
die Oligochrone ist, nämlich der den Geonietem wohlbekannten 
Cycloidc zukommt. Dies beweise ich so t-s sei ACP die 
Hälfte einer Cycloide, CM und GN zwei ihiei Tangenten 
RQP der erzeugende Kreis. Dinn ist nach dei Definition 
der Cycloide: 

GD:GJ=GN:GK=^VP:rX = VR:RX 
= VRP: VMX = V^P: VWE. 

•Ostwulil's KbBSiker. JG. 2 
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Ebenso: 

EG: CO=CS: CM=QS: QP^^ES.RQ 
= Y&S: VRF = VHC ; VRP. 
Hieraus folgt: 

GD: CG=VMP ■ GJ-VBG -.VITE ■ MG- VEF 
= GJ-VWC.EG ■ VH'E 
__ GJ EG 

"" Vhe ' Vlw' 



was zu 1 

Soll man jetzt eine Cyeloide mit der horizontalen Basis 
AH bestimmen, welche durch dio gegebenen Punkte A und 
jB geht, 30 beschreibe man nber AU irgend eine Cycloide 
AT, welche die nöthigenfalls verlängerte Gerade AB m T 
schneidet. Dann verhält sich die Strecke A T zur Strecke A B 
wie der Durchmesser des erzeugenden Kreises der Cycloide 
A T zum Durchmesser des erzeugenden Kreises der gesuchten 
Cycloide AB. 

Eine andere nicht weniger elegante Aufgabe wäre, wenn 
man fragte, auf welcher der unendlich vielen Cycloiden (oder 
aneh Kreise , Parabeln und anderen Curven) , die durch A 
gehen and dieselbe Basis AU haben, ein schwerer Funkt 
in kürzester Zeit von A nach der senkrechten Geraden ZB 
gelangt. Wer die Theorie der Masima und Minima fördera 
will, möge sich an dieser Aufgabe versuchen; uns genügt es 
sie vorgelegt zu haben. 

So zeigt eine Curve, welche von so vielen Mathematikern 
untersucht worden ist, daas an ihr nichts mehr zu erforschen 
übrig schien, eine neue Eigenschaft, als ob sie, um künftigen 
Jahrhunderten nichts zu schulden, am Ende des gegenwärtigen 
den Gipfel der Vollendung erreichen wollte, nachdem sie an 
seinem Anfange ihren Geburtstag gefeiert und ihr in seiner 
Mitte alle Ausmessungen nebst anderen schönen Eigenschaften 
zu Theil geworden waren**). 

Es möge übrigens bemerkt werden, dass man auf dem- 
selben Wege mit gleicher Leichtigkeit die Curve finden kann, 
welche ein beweglicher Punkt in einem Medium von verander- 
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Fiji.7. 



liehet- Dielitigkeit durchläuft. Diese ist nach eiaem Principe, 
welches Leibniz im Juni 1682 bewiesen hat, ideatisch mit 
der Breehungscurve , welche Euyghena auf Seite 44 seiner 
Abhandiung über das Licht betrachtet und deren "Überein- 
stimmung mit der von Leibniz im September 1692 betrachteten, 
von mir im Juni 1693 conatruirten Cnrve, ich, wie mein 
Bruder weias, schon längat wahrgenommen habei'). 

Indeas gewinnt man durch diese IJntorsuchnngen einen 
Zugang zur Behandlnng anderer schwieriger Aufgaben, wie 
die über isoperimetrische Figuren sind. Man fragt zum 
Beispiel, welche von all' diesen Figuren den gi-Össten Inhalt 
hat (gewöhnlich glaubt man, 
es aei der Kreis, das ist 
richtig, mnaa aber erat be- 
wiesen werden)!^) oder bei 
welcher' der Schwerpunkt 
des Inhaltea oder des Um- 
fangea von der Basis am 
weitesten entfernt ist; mein 
Bruder hat bemerkt, dass 
es die Kettcnlinie iat, aber 
sein Änagangapunkt war ein 
anderer"}. Diese und ähn- 
liche Aufgaben durch die 
Methode der Masima au 
e ihm vor, 
I aber möge er, 
wenn er Vergeltung ijboii 
will, folgendes allgemeine 
Problem zn lösen versuchen. Unter , 
Figuren über der gemeinsamen Basis BN soll die Curve BFN 
bestimmt werden , welche zwar nicht selbst den grösaten 
Flächeninhalt hat, aber bewirkt, daas es eine andere Curve 
BZN thut, deren Ordinate I'Z irgend einer Potenz oder 
Wui-zel der Strecke PF oder des Bogens BF proportional 
ist. Damit er nicht ablehnen kann, fügen wir die andere 
Aufgabe in Betreff der nnendlich vielen Cycloiden hinzQ, 
welche oben gestellt wurde und die mit der seinigen grössere 
Verwandtaebaft hat. Und da ea unbillig ist, dass jemand 
für eine Arbeit nicht entachädigt wird, die er zu Gunaten 
eines anderen mit Aufwand seiner eigenen Zeit und zum 
Sehaden seiner eigenen Angelegenheiten unternimmt, so will 
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ein Mann, für den ich httrge, meinem Bruder, wenn er 
die Aufgaben lösen sollte, ausser dem verdienten Lobe ein 
Honorar von ftlnfzig Dukaten unter der Bedingung znaiehern, 
dass er binnen drei Monaten nach dieser Veröffentlichung 
verspricht es zu versuchen und bis Ende des Jahres die Lö- 
sungen mitteist Quadraturen, was möglich ist, vorlegt. Glebt 
sie Niemand nach Ablauf dieses Jahres, so werde ich die 
meinigen vorlegen. 
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Methode Curven zu finden, 

denen eine Eigenschaft im höchsten oder geringsten 
örade znlcommt 



Lösnng des isoperimetrischen Prohlems, 
wenn es im weitesten Sinne des Wortes anfgefasst wird. 

Lausanne und Genf 1744. 



Wie wendet man die Metliode der Jlaxinia nnd Minima 
znr Änffindung von Curven an? 

Erklärung I 1 Die Mofhode dei Mixima und 
Minima auf CniFon augey, indt bedeutet eine Methode 
Curven aufzufinden, denen eine ^oigeschriebene Eigenschaft 
im höchsten oder geimp'^ten Üiade zukommt 

Folgerung I 2 Duieh diese Methode findet man ilso 
Curven, für welche eine vorgelegte Giosse den gios'<ten odei 
kleinsten WerÜi annimmt 

Frlgeiung II 3 Di ibei eine und dieselbe fune 
anf unen 31 eh viele Alten sich ähnlich gemacht weiden kann, 
■50 wurle dis Pioblem, wenn nicht eine EmThiankung hm- 
znk ime unbestimmt nnd sogar sinnlos sein Denn wenn man 
ilgend eine * nive loilegte und behtnptefe d'jss '^le eine 
Eigeuftchaft im höchsten odei geim&aten Giade besitze so 
könnte mm immer eine andeie ihi ähnliche odei unähnliche 
angeben welche )ene Eigen'.thaft m huheiem odei geungeiem 
Giade anfwe &t 



y Google 



22 Leonhard Euler. 

Folgerung 111. i. Weil alao eine genaue Kenntniss 
der Curven erfordert, dass sie auf eine der La,ge nach ge- 
gebene Axe und deren Äbscbnitte, welche Äbaciaseu heisaen, 
bezogen werden, so wird die erste und wichtigste Beschränkung 
aus der Grösse der Absciaaon herzunehmen sein, 

FolgernnglV. 5, Daher mttssen Aufgaben, an f welche 
diese Meftode anwendbar sein soll, so vorgelegt werden, dass 
man Cnrven Bucht, welche auf eine der Lage nach gegebene 
Axe bezogen sind und welche unter allen Curven, die zu dem- 
selben Abschnitte der Axe gehören, eine Eigenschaft im höchsten 
oder geringsten Grade besitzen. 

Anmerkung. 6. Mithin ist diese Methode der Maxima 
und Minima v811ig verschieden von der, welche wir an anderer 
Stelle auseinandergesetzt haben. Denn dort ennittelten wir 
für eine gegebene nnd bestimmte Cuitc die Stelle, an der 
eine gegebene, auf die Curve bezügliche, veränderliche Grösse 
am grössten oder kleinsten wird. Hier aber sucht man gerade 
die Cuive, in welcher eine gegebene Grösse am grössten oder 
kleinste» wird. Bereits im vorigen Jahrhundert begannen, 
kurz nach Erfindung der Infinitesimalrechnung, die beillhmteu 
Brüder Bernonlli diese Methode auszubilden, welche seit- 
dem grosse Fortschritte gemacht hat. Das erste Problem 
dieser Gattung'^) war ein mechanisches, man suchte die Cnrve, 
auf welcher ein schwerer Pankt am schnellsten herabgleitet; 
diese Cnrve nannte man Brachistochrone oder Curve 
des schnellsten Falles. Schon hei diesem Probleme kann 
offenbar ohne Hinzufügung einer Bedingung von einer Auf- 
gabe nicht die Rede sein , denn je kürzer nnd je näher der 
vei-ticalcn Lage die Curve gewählt wird, um so kürzer ist 
selbstverständlich die Zeit des Herahfaliens. Man darf daher 
nicht kurzweg nach der Curve fr^en, auf welcher ein schwerer 
Punkt am schnellsten oder in kürzester Zeit herabgleitet, son- 
dern man mnss gleichzeitig den Abschnitt der Axe bestimmen, 
zu welchem die gesuchte Curve gehören soll, sodass unter 
alten Cnrven, welche zu demselben Abschnitte einer der Lage 
nach gegebenen Axe gehören , die gesucht wird, auf welcher 
ein schwerer Körper am raschesten herabgleitet. Aber bei 
diesem Probleme genügte diese Bedingung noch nicht, um es 
zu einem bestimmten zu machen, sondern man musste noch 
die Bedingung hinzufügen , dass die gesuchte Curve durch 
zwei gegebene Punkte hindurchgehen soll. Und so musste 
das Problem den genannten Bedingungen unterworfen werden, 
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um zu einem bestimmten zu werden, nämlich zu dorn, man 
solle unter allen Cnrven, welche durch zwei gegebene Punkte 
gehen, die ermitteln, auf welcher ein Körper den Bogen, der 
zu dem gegebenen Asenabsohnitto gehört, in kürzester Zeit 
durchläuft. 

Freilich ist hier zn bemerken, daas die Bedingung des 
Hindurch geh eng durch zwei Punkte nicht unbedingt noth- 
wendig ist, sondern durch die Lösung selbst hineinkommt. 
Bei der Lösung des Problems gelangt man nämlich sofort zu 
einer Differentialgleichung zweiter Ordnung, deren aweimalige 
Integration zwei willkürliche Constanten liefert. Zu ihrer 
Bestimmung braucht man zwei Pnnkto, durch welche die 
Oni've hindurchgehen soll, oder andere ähnliche Eigenschaften. 
Dieselbe Bedingung tritt wie von selbst zu anderen Problemen 
dieser Art hinzu , deren Lösung sofort auf eine Differential- 
gleichung zweiter Ordnung führt. Bei den Problemen aber, 
welche durch eine Differentialgleichung vierter und höherer 
Ordnung gelöst werden, genflgen zur Bestimmung der Curve 
nickt einmal zwei Punkte, sondern man braucht soviel Punkte, 
als die Ordnung der Differentiale beträgt. Wenn dagegen die 
Lösung sogleich zu einer algebraischen Gleichung führt, so 
ist das Problem, wenn nur die Länge der Äbscisse angegeben 
wird, auch ohne eine solche Bedingung vollständig bestimmt. 
Das alles aber wird man deutlicher erkennen, wenn wir erst 
zur Lösung der Probleme gelangen, und dann werden wir 
diese Begriffe auafilkrlicher erläutern. Hier im Anfange schien 
es mir gut sie zu erwähnen, um falsche Anschauungen über 
die Bestimmtheit solober Probleme hinwegzuräumen. 

Erklärung n. 7. Die absolute Methode derMaxima 
und Minima lehi't, unter der Gesammtbeit aller Ourven, welche 
zu demselben Äxen ab schnitte gehören, die zu bestimmen, in 
welcher eine vorgelegte veränderliche Grösse den gi'Össten oder 
kleinsten Werth erhält. 

Folgerung. 8. Daher ist bei Problemen, auf welche 
man diese Methode anwenden kann, eine Axe der Lage nach 
gegeben, und unter allen Ourven, welche man auf diese Axe 
und einen bestimmten Abschnitt derselben beziehen kann, wird 
die gesucht, in welcher eine veränderliche Grösse am grössten 
oder kleiirsten wird. 

Anmerkung. 9. Eine andere Bedingung für die Be- 
stimmung eines Maximums oder Minimums als die in Betreff 
der Länge der Äbscisse fügen wir nicht hinzu, denn es giebt 
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Probleme, welche hierdurch vollständig bestimmt sind, wie 
unten deutlicher erhellen wird. Denn obwohl auch Probleme 
auftreten, hei denen man, damit sie bestimmte werden, noch 
Kwei oder mehr Punkte vorschreiben mnsa, durch welche die 
gesuchte Cnrve gehen soll, so erkennt man dies doch erat 
aus der Lösung eines jeden Pi-oblems. Denn wenn man zn 
einer Gleichung föi- die gesuchte Curve gelangt, in welche 
dnrch Integi'ation neue constante Grössen eingetreten sind, 
die in der Aufgabe selbst nicht vorkamen, dann muss die 
Lösung als eine nnbestimmte angeselien werden, weil sie un- 
zählig viele CuiTen in sich enthält, die entstehen, wenn man 
jenen willkürlichen Constauton bestimmte Werthe beilegt. In 
diesen Fällen muss man also scliliessen, dass das Problem an 
sich nicht vollständig bestimmt ist, und dasa man, um es ganz 
bestimmt zu machen, ausser der Länge der Abseisse soviel 
neue Bedingnngen hinzufügen muss, dass jene willkürlichen 
Constanten bestimmte Werthe annehmen. Als solche Be- 
dingungen wählt man am besten Punkte, durch welche die 
gesuchte Curve hindurchgehen soll ; eben so viele Punkte als 
willkürliche Constanten in der gefundenen Gleichung sind, 
machen die Gleichung selbst zu einer bestimmten. Um die 
Oni-ve vollständig zu bestimmen, kann man an Stelle der 
Punkte auch eben so viele Tangeuten nehmen, welche die Curve 
berühren sollen, und wenn die Berührung in einem gegebenen 
Punkte der Tangente stattfinden soll, ist diese Bedingung mit 
zwei Punkten gleichbedeutend. An Stelle der Punkte können 
auch irgend welche andere Bedingungen gesetzt werden, wenn 
sie nui' so beschaffen sind, dass die willkürlichen Conatanten 
in der gefundenen Gleichung dadurch vollständig bestimmt 
werden. 

Man braucht aber nicht die Lösung der Aufgabe vollendet 
zu haben, ehe man an diese Entscheidung geht, vielmehr 
werden später Kennzeichen gegeben werden, mittelst deren 
man sofort aus der Natur der veräBderlichon Grösse, die ein 
Maximum oder Minimum sein soll , entscheiden kann , welche 
neuen in der Aufgabe nicht enthaltenen Constanten in die 
Curvengleichung eintreten. Die Anzahl dieser willkürlichen 
Oonstanten hängt aber von dei- Ordnung der Differentiale ab, 
bis zu welcher die Gleichung der gesuchten Curve aufsteigt. 
Denn soviel die Ordnung der Differentialgleichung für die ge- 
suchte Curve beträgt, soviel willkürliche Constanten sind in ihr 
potentiell enthalten, und eben so viele Bedingungen sind nöthig 
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um die Cnrve zu beBtimmBn. Deraelbe Umstand erweist sich bei 
der Lösung aller Probleme als nützlich, bei denen man eine 
Differentialgleichung erster oder höherer Ordnung findet, so- 
dass hieraus für die heabsiohtigte Untersuchung keine besondere 
Schwierigkeit entsteht. 

Erklärung HI. 10. Die relative Methode der 
Maxima nnd Miniin lehit nclt unter dei Gesimmtheit 
aller Cnrven welche zu demselben Äsen3,bschmtte «-ehöien 
sondern mir unter denen welche eine Aoigeschiiebene gemein- 
schaftliche Figenschaft hiben diejenige au bestimmen welche 
eine Eigenschaft im höchsten odei geringsten beiade besitzt 

Folgerung I 11 Um selche Piobleme zu losen muas 
man zuerst %us dei faesammthe t dei Onr^en welche zudem 
selben Axen-ibschmtte gehöi n die ansäen lern lenen d e ^oi 
geschriebene Eigenichatt zukommt nnd dann unter ihitn die 
gesuchte bestimmen 

Folgeiung II P Obwohl luich diese Bedinguns; die 
Anzahl allei ( uivon welch zu ier seil en Axen ab schnitte 
gehören, aus seioi deutlich beschi^nkf wiid w bleibt iie doch 
unendlich gioss und das gilt lOgai auch wenn nicht eine 
sondern mehieie Eigenschaften voi geschrieben 'mä wolcLc 
alle Curven besitzen sollen untei denen die gesuchte zu 1 e 
stimmen ist 

Folgerung III H Je mehi Li gen 'Schäften vt ig legt 
werden, welche den ( uiven gememaim sein aollen untei denen 
die gesuchte zu besfiniuen st um lo mehr wjid also de 
Anzahl dei Ciu^en beschrankt nntei denen die Auswahl gc 
schehen soll Abei s e bleibt immei mendlich „lo-ib 

Änmeiknng I 14 Von Prollemen wie sie die leli 
tive Methode der Maxima und Minima behandelt, ist das erste 
das am Anfange dieses Jahrhunderts von Jacob Bernoulli 
vorgelegte isoperimetrische Problem^^). Man suchte dabei 
die Carve, welche eine Eigenschaft im höchsten oder ge- 
ringsten Grade besitzt, nicht unter allen Gnrven, die zu 
demselben Axen ab schnitte gehören, sondern nur unter denen, 
welche dieselbe Länge haben; in Folge dieses Umstandes 
wurden eben die Curven, unter denen man die gesuchte 
herausfinden sollte, isoperimetrische genannt. Zum Bei- 
spiel kann man unter allen CuiTen derselben Bogenlänge, die 
zu demselben Axen abschnitte gehören, diejenige suchen, welche 
mit Abscisse und Ordinaten den grössten Baum einschliesst. 
Man findet dann, dass die Kreislinie der Aufgabe genfigt, was 



y Google 



26 I-eoiiliaid Enler. 

freilieh die Geometor lange vor Erfindung dieser Methode 
ei'kanüt und bewiesen hatten. 

Aber auch in diesem Falle kommen ans der Natiu' der 
Probleme neue Bedingungen hinzu, wie bei denen, welche sich 
auf die absolute Methode der Maxima nnd Minima beziehen, 
und zwar hängen sie von den willkürlichen Constanten ab, 
welche die Lösung mit sich bringt. So ergeben sieh bei der 
Lösung des Pi'oblemes, wo die Curve gesucht wird, die unter 
allen Curven derselben Bogenlänge mit der Äbacisse den grössten 
Flächearaum einschUesst, zwei neue Constanten. Um das Pi'O- 
blem zu einem bestimmten zu machen, muss man es daher so 
vorlegen, dass unter allen Curven derselben Bogenlänge, welche 
nicht nur zu demselben Äxenabsehnitte gehören, sondern auch 
durch zwei gegebene Punkte gehen, die gesucht wird, welche mit 
der gegebenen Absciase den grössten Flächenranm einsehliesst. 
In ähnlicher Weise kann es vorkommon, dass man vier Punkte 
und bisweilen noch mehr willktirlich annehmen muss, damit 
das Problem ein bestimmtes wird; die Entscheidung hierüber 
ist aus der Hatur des Problems selbst zu entnehmen. 

Wie aber beim isoperimetrischen Probleme vorausgesetzt 
wird, dass alle Curven, unter denen die gesuchte bestimmt 
werden soll, dieselbe Bogenlänge besitzen, ebenso kann an 
Stelle dieser Eigenschaft eine andere vorgelegt werden, welche 
allen gemeinsam sein soll. Zum Beispiel hat man schon Onrven 
mit der Eigenschaft eines Masimums oder Minimums nur unter 
allen zu demselben Äxenabsehnitte gehörigen Curven gesucht, 
die um die Abseissenase gedreht gleiche Oberflächen erzeugen, 
und in ähnlicher Weise könnten beliebige andere Eigenschaften 
vorgelegt werden. Ferner aber kann man nicht eine, sondern 
mehrere solche Eigenschaften vorschreiben, welche allen Cuiven 
gemeinsam sein sollen, unter denen diejenige zu bestimmen ist, 
welche ein Maximum oder Minimum in sich schliesst. Zum 
Beispiel könnte man nach der Curve fi-agen, welche eine 
Eigenschaft im höchsten oder geringsten Grade besitzt unter 
allen Cui'ven, die zu demselben Äxenabsehnitte gehören, wenn 
die Curven sowohl gleiche Bogenlänge haben, als auch gleiche 
Flächen räume einschli essen sollen. 

Anmerkung U. 15. Wegen dieses Unterschiedes zwischen 
der absoluten und relativen Methode der Maxima und Minima 
wird unser Werk aus zwei Theilen bestehen. Im ersten 
werden wir eine Methode angeben, unter der Gesammtheit 
aller zu demselben Äxenabsehnitte gehörenden Curven die zu 
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ÄEnabme I. 16, Im Folgenden werden wir die 
Abscisae, auf welche alle Curven bezogen werden, 
immer mit x, die Ordinate aber mit y bezeicbneii. 
Dann soll, wenn die Elemente der Abacissenaxe gleicb 
gross angenommen werden, immer: 

dy ^=pdx, dp = <idx, dq = rdx, dr ^ sdx, 

sein. 

Folgerung I. 17. Durcli Einsetzen dieser Wei-tbo werden 
alle Differentiale jeder Ordnung von y aus den Auadrückon 
foi-tge schafft, und es bleiben ausser dem Diff'erenliale dx keine 
anderen Differentiale flbrig. Preilicb werden so alle Diffe- 
rentiale ausser dx nur scheinbar, nicht wirklich fortgeschafft, 
aber ftlr unser gegenwärtiges Vorhaben erweisen sich diese 
Substitutionen als a aaserordentlich nützlich. 

Folgerung H, 18. Durch diese Substitutionen wird 
sogar die Annahme eines constaaiten Differentials ganz aus 
der Rechnung fortgeschafft, unä wenn irgend ein anderes 
Differential als eonstant angenommen wird, mnss immer bei 
ihnen dieselbe Formel zum Vorach ein kommen. Indess er- 
fordert die unton anzuwendende Methode, dass das Dltfo- 
rentia! dx immer als eonstant angenommen wird. 

Folgerung III. 19. Damit man leicht übersiebt, wie 
durch jene Substitutionen die Differentiale jeder Ordnung von 
y fortgehen, möge folgende Tabelle hinzugeftlgt werden: 
dy ^pdx, cPy^dpdx^qdx^, ä^y ^ d^dx^ = Tdx'^, 

Folgerung IV. 20, Auch wenn der Bogen der Curve, 
der zur Äbscisse x gehört, mit seinen Differentialen jeder 
Ordnung auftritt, lassen sich alle diese Grössen so ausdrtlcker, 
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, kein Differential ausser dx vorkommt. Setzt man den 
1 gleick w, so ist: 




i+j ) 

Folgerung V, 2i In ahniitliei ^eiäo Kit sieh für 
jede Stelle der KiUmmiingsi idms dnich aelieinbai endliche 
Grösäeii ausdrücken. Denn wenn da constant ist wiid seine 
Länge : 

_ dw' [l + p^} ^ 

dxd"^ y q 

Folgerung VI, 22. Ebenso werden Subtangente, Sub- 
normale, Tangente und Normale beziehungsweise gleieh: 

und in entspreehendei' Weise lassen sich alle endlieben anf 
die Cnrve bezüglichen Grössen, es sei denn dass sie Integrale 
enthalten, durch die endlichen Grössen y, p, ... so ausdrücken, 
dass in ihnen scheinbar keine Differentiale mehr vorkommen. 

Erklärung IV. 23. Für jedes Problem möge Formel 
des Maximums oder Minimums die Grösse lieissen, welche 
in der gesuchten Oiu-ve einen grössten oder kleinsten Werth 
annehmen soll. 

Folgerung I. 24. Da bei allen Problemen, auf welche 
sieh diese Methode anwenden lässt, die Curve gesucht wird,, 
welche entweder unter allen oder doch unter unzählig vielen 
in gewisser Weise bestimmten CuiTen eine Eigenschaft im 
höchsten oder geringsten Grade besitzt, so ist die Eigenschaft, 
welche bei der gesuchten Curve am grössten oder kleinsten 
sein soll, eine Grösse, welche durch die Formel ansgedräckt 
wird, die wir eben hier Formel des Maximums oder Minimums 

Folgerung II. 25. W^il aber die Eigenschaft, welche 
im höchsten oder geringsten Qrade vorhanden sein soll, so 
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eine Cni've zu snolien entweder nuter der Gesaoimtheit aller 
Curvon, die zu dieser Äbscissa gehören, oder unter den un- 
zählig vielen, äio eine oder mehrere Eigenschaften gemoinsam 
haben, je nachdem eä sich um ein absolntea oder relatives 
Maximum oder Miaimnm handelt, drittens haben wir eine 
Grösse W, deren Werth in der gesuchten Carve ein Maxirnnm 
oder Minimum sein soll, und es ist also W die oben definirte 
Formel des Maximums oder Minimums. Jetzt erkennt man 
sofort, dasH die Formel W so beschaffen sein muss, dass sie 
allen denkbaren Curven angepasst werden , kann. Sie wird 
daher zunächst von der abgegrenzten Äbsoisse AZ abhängen 
und sich ändern, wenn AZ geändert wird. Dann muss sie 
von der Natur jeder besonderen Cui-ve, welche man sich 
denken kann, in besonderer Weise abhängen, denn sonst hätte 
sie für alle Curven denselben Werth , und man hätte keine 
Aufgabe. Deshalb muss die Grösse W ausser der Abscisse 
noch Grössen in sich enthalten, welche sich auf die Curve 
selbst beziehen, und da jede Curve durch eine Beziehung 
zwischen Abscisse und Ordinate bestimmt wird, so muss die 
Grösse W aus der Abscisse, der Ordinate und davon ab- 
hängigen Grössen gebildet sein. Wenn also die unbestimmte 
Abscisse mit a:, die entsprechende unbestimmte Ordinate mit 
y bezeichnet wird, so muss W eine Function der beiden 
Veränderlichen s: und y sein. Betrachtet man jetzt eine be- 
stimmte Curve und setzt die aus ihrer Natur folgende Be- 
ziehung zwischen x und y in die Foi-mel W ein, so erhält 
W einen bestimmten Werth, welcher zu jener gegebenen 
Curve und der abgegi'enzten Abscisse gehört. Da nun die 
Formel W für andere und andere Curven vei-schiedene Werthe 
annimmt, auch wenn man bei allen dieselbe Abscisse nimmt, 
so muss es unter den unzählig vielen Curven eine geben, für 
welche der Werth der Formel W der gi'össte oder kleinste 
wird^f'). Die hier ausein anderzu^iefz ende Methode soll nun bei 
jeder bestimmten Aufgabe zui Ermittelung diesei l uive dienen 
Folgerung VI. 30 Es ist alto die Formel des Maxi- 
mums oder Minimums JV eme gewisse Function dei beiden 
Veränderlichen z und y, von denen r die ib'icis^e y die 
Ordinate bezeichnet. In JV können nun nitht bloss ' und t/ 
vorkommen, sondern auch ille Grossen die von ihnen ab- 
hängen, wie p, q, r, s , deien Bedeutung wii oben an- 
gegeben haben. Sogai aus diesen Glossen gebildete Integial- 
fprmeln können, ja müssen in TV vorkommen, wenigstens 
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wenn die Aufgabe eine bestimmte sein soll, wie wir bald 
zeigen werden. 

Folgerung VII. 31. Ist daher eine solche Formel W 
oder eine Function von x und j/ vorgelegt, und betrifft die 
Aufgabe die absolute Methode der Masima und Minima, so 
verlangt man eine aolcho Gleichung zwischen x und t/, dass, 
wenn in W der Wertb von 3/, ausgedilickt durch x, eingesetzt 
wird, der Werth von TF grösser oder kleiner ausfällt, als 
wenn man irgend eine andere Gleichung zwischen x rind j/ 
angenommen hätte. 

Folgerung VIII. 32. So lassen sich Aufgaben der 
Curvenlehre auf die reine Analysia zurückführen und umge- 
kehrt läsBt sieb jede vorgelegte analytische Aufgabe dieser 
Art als eine aus der Curvenlehre ansehen und kann so ge- 
löst werden. 

Anmerkung II. 33. Wenn sich auch die Aufgaben 
dieser Art auf die reine Analysis zuillek führen lassen, so ist 
es doch vortbeilhaft sie mit der Lehre von den Oui-ven in 
Verbindung zu bnngen. Denn wenn man von den Cnrven 
absti'ahirt und nur reine Grössen betrachtet, so werden ein- 
mal die Aufgaben schwerverständlich und unelegant, auch 
fällt ihr Nutzen und Werth weniger in die Augen, dann aber 
würde die Methode diese Aufgaben zu lösen schwerverständ- 
lich und mühsam sein, wenn sie bloss bei abstvacten Grössen 
auseinandergesetzt werden würde, während sie durch den 
Anblick der Figuren und die Darstellung der Grössen durch 
Strecken ausserordentlich unterstützt und dem Verständnisse 
näher gebracht wird. Aus diesem Grande werden wir die 
Aufgaben dieser Art, obwohl sie sieh ebensogut auf abatracte 
wie auf concrete Grössen beziehen können, immer auf Curven 
zurückführen und so lösen. Wenn nämlich eine Gleichung 
zwischen x und y gesucht wird von der Beschaffenheit, dass 
eine gegebene, aus x und y gebildete Formel ein Maximum 
oder Minimum wird, wenn der Werth von y aus der gesuchten 
Gleichung entnommen und dem x ein bestimmter Werth er- 
theilt wird; dann werden wir immer die Aufgabe in die ver- 
wandeln, eine Curve zu finden, deren Abscisse x, deren Ordi- 
nate y ist und für die jene Foi-mel If , wenn man eine gegebene 
Abscisse x nimmt, einen grösaten oder kleinsten Werth hat, 

Nach diesen Bemerkungen wird man die Natur der 
Fragen, um weiche es sich handelt, deutlich genug er^r 
kennen, höchstens könnte noch die zweideutige Redeweise 
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Bedenken eri'egen, dass gleichzeitig von Maximum und Mini- 
mum gesprochen wird. Aber in Wabi'heit ist hier keine 
Zweidentigkeit , denn wenn auch die Methode gleichmäasig 
Masima und Minima zeigt, so wird es doch in jedem einzelnen 
Falle leicht sein zu entacheiden, ob die Lösung ein Maximum 
oder Minimum liefert. Häufig ereignet sich aber auch, dass 
bei einer Aufgabe sowohl ein Maximum als ein Minimum statt- 
findet, und in solchen Fällen ist die Lösung eine doppelte, die 
eine giebt ein Maximum , die andere ein Minimum. Meistens 
aber pflegt eins von beiden, entweder ein Maximum oder ein 
Minimum, unmöglich zu sein. Dies geschieht, wenn die Formel 
des Maximums oder Minimums ins Unendliche wachsen oder 
abnehmen kann, denn in diesen Fällen giebt es kein Maximum 
oder Minimum. Es kann auch vorkommen, dass die Formel W 
sowohl ins Unendliche wachsen als auch abnehmen kann, und 
dann esistirt gar keine Lösung. Alle diese Unterscheidungen 
wird aber die Eechnung nach der Lösung zeigen'^'). 

Lehrsatz I. 34. Damit durch eine Formel des 
Maximums oder Minimums W eine Gurve amz be- 
stimmt wird, welche vor allen Übrigen Genüge leistet, 
muss die Formol W ein nicht bestimmbares Integral 
sein, welches also nur integrirt werden kann, wenn 
eine Gleichung zwischen x und p angenommen wird^'). 

Beweis. Nehmen wir an, die Formel W enthalte keine 
nicht bestimmbaren Integi'ale. Sie ist dann eine Function 
von X, y und den davon abhängigen Grössen p, q, r, s, . . ., 
und zwar entweder eine algebraische oder eine solche tran- 
scendente, daas sie ohne Annahme einer Beziehung zwischen 
X und y ermittelt werden kann; dies tritt ein, wenn entweder 
Logarithmen dieser Grössen oder Kreisbogen oder andere solche 
transcendente Grössen vorkommen, welche algebraischen gleicli- 
werthig zu erachten sind. "Wird nun W gleich einer solchen 
Function von x und y allein gesetzt, so ist klar, dass der 
Werth der Formel W fftr eine gegebene Curve, welche zu 
einer gegebenen Abacisse gehört, nur von der letzten Ordi- 
nate Zz abhängt und für alle Curven, welche in Z dieselbe 
Ordinate Z2 haben, dereelbe ist. Durch eine solche Formel TF" 
wird also nicht die Beschaffenheit der ganzen Curve, aondeni 
nur die Lage ihres Endpunktes z bestimmt. Wenn aber in 
W ausser x und y auch die Grösse p vorkommt, so wird 
ausser der Länge der Ordinal« Zz noch die Stellung der 
Cui'ventangente in 2 oder des letzten Elementes der Curve in 



y Google 



Variations-Eechnuög. 33 

z bestimmt. Wenn ferner q vorkommt, so ist die Lage zweier 
aufeinanderfolgender Curvenelemente in z bestimmt u.s.w. Folg- 
lich wird durch eine bestimmte Function W von x, y, p, q, 
r, . . . nur ein nnondlich kleines Stück der Cni've in der 
ümgebnng des Endpunktes s bestimmt, und für alle Curven, 
welche in derselben Weise enden, ist auch der Werth von 
W derselbe. Um die ganze Curve, welche der ganzen Ab- 
scisse AZ entspricht, au definiren, mnss daher die Formel W 
so beschaffen sein, dass bei der Bestimmung der Cnrvo amz 
ihr Werth von der Lage der einzelnen Curvenelemente zwischen 
a und z abhängt. Das aber kann nnr dann eintreten, wenn 
die Fonnel W ein nicht bestimmbares Integral ist, ■welches 
eben ohne Annahme einer Gleichung zwischen x und y keine 
Integi'ation zulässt. Was zu beweisen war. 

Folgerung I. 35. Wenn also die Formel des Maxi- 
mums oder Minimums kein nichthestimmbares Integral ist, 
so wird die Curve, in welcher der Werth von W am grössten 
oder kleinsten ist, gar nicht bestimmt, und die Aufgabe, die 
CuiTe zu finden, in welcher Tf^ ein Maximum oder Minimum 
ist, sinnlos. 

Folgerung IL 36. Damit sich also eine CuiTe au- 
geben lässt, in welcher, gegenüber den anderen, der Werth 
von W ein Maximum oder Minimum ist, mnss die Formel JV 
die Gestalt ; 

Jzdä; 

haben, wo Z so beschaffen sein muss, daas das Differential 
Zdx nicht integrirt werden kann, es sei denn, dass eine 
Gleichung zwischen m und y festgesetzt wird. 

Anmerkung. 37. Da die Formol des Maximums oder 
Minimums das Integral einer nicht bestimmbaren Differential- 
formel ersten Grades sein muss — ersten Grades, damit das 
Integral endlich ist — , so lässt sich die Differentialformel 
immer auf die Gestalt Zdx ziiillekführen, mit Hilfe der Buch- 
staben p, q, r, . . . Deshalb werden wir im Folgenden die 
Formel des Maximums oder Minimums stets mit 

fzäx 

bezeichnen. Es ist aber Z eine Function nicht nur von x 
und y, sondern auch von p, q, r, . . . . Wenn zum 

OatwEiM-s KlasBlkoi-. iS. 3 
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Beispiel die Area AazZ ein Maximum oder Minimum sein 
soll, 30 geht die Formel W in 



fi.lc^. 



ober; wenn die Oberfläohe des Rotationskörpers, der durcli 
Drehung der Curve amz ma die Ase AZ erzeugt wird, ein 
Maximum oder Minimnm sein soll, ist: 



=/yrf. VI 



und litt lele Joimel «elcliP fQi die gebucht ( uive ein 
Mas nun odei Mm miim sein «oll immei die Fdi n 

jzd 

naml lIi eines Integi-iles uii dem Pioduot emei endliclißu 
Ulisse Z unl dem Differeiit a,l dx 

Z musa nun eine selche Grcsse aom das? A'\f Integi'»! 
fZdc einen bestimmten We tli eihalt wenn eine Üleichnng 
zwischen X und y festgesetzt wiid und tihei ist Z ent- 
wedei eine algebi tische oler doch bestimmte Function der 
(jlioasen r y p g f oler enthj,lt noch ausseidem nicht 

bestimmbare Integi alfoi mein in sith Diesei Unte achied i t 
sorgfältig zu beachten Ist zum Beispiel die Toimel tf' des 
Mtsimums odei Minimums /yd'c oüoijydi ] i +p so ist 
die Gits^iP Z iJ ebiaisch st »bei 



If ^fjcäxjydz 



so ist Z ^== yx fydx, also Z selbst nicht bestimmbar, und 
sein Werth läast sich nur angeben, wenn die Beziehung zwischen 
X und y gegeben wird. Es kann sogar vorkoraraen, dass Z 
nicht durch eine solche Formel ariagedriickt werden kann, 
sondern erst aus einer Differentialgleichung ermittelt werden 
musa. Ist zum Beispiel 

dz = ydx -f- Z'^dx, 
ao lässt sich aus dieser Gleichung der Werth von Z durch x 
und y nicht ausdrücken. 

Hieraus ergeben sich drei Arten von Formeln, welche in 
den gesuchten Curven ein Maximum oder Minimum werden 
sollen. Die erste Art umfasst die Formeln, in denen Z eine 
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algebraische oder doch bestimmte Function von x, y, p, q, 
r, . . . ist. Zur zweiten Art gehören die Formeln, in denen 
Z anaserdem Integrale aufweist. Die dritte Art enthält die 
Formeln, in welchen der Werth von Z durch eine Differential- 
gleichung bestimmt wird, deren Integration nicht bekannt ist. 

Lehrsatz II. 38. Ist ams eine Curve, in welcher y'^**' 
der Werth der i'ovmel/Zdx einMaximnm oder Mini-™<^J 
mum ist, rind Z eine algebraische oder doch be- / 
stimmte Function von x, y , p, q, r, . . ., dann hat 
auch jeder Theil mn dieser Curve die ansgezeiclinete 
Eigenschaft, dass, wenn er auf die Abseisse M'N be- 
zogen wird, der Werth vony^c^a^gleiehfalla ein Maxi- 
mum oder Minimum ist. 

Beweis. Der Werth der PoimeiyZa^a; für die Abscisae 
A7j ist die Summe der Werthe dieser Formel, welche den 
einzelnen Theilcn der Abscisse entsprechen. Nimmt man 
also an, dass die Absoisäe .4Z in beliebig viele Theile zerlegt 
wird, von denen einer MN ist, und berechnet den Werth der 
Fonuel fZdx für die einzelnen Theile, so ergiebt die Summe 
aller dieser Werthe den Wei-th i.^xYmme.iJ'Zdx, welcher der 
ganzen Abäcissojl 2 zukommt und der ein grösster oder kleinster 
ist. Da aber Z a]a algebraische Function vona:, y, p, q, r, . . . 
angenommen iat, so hängt der Werth der FormeiyZ«!», welcher 
jlf.y entspricht, nur von der Beschaffenheit des entsprechenden 
Cnrvenstttckes mn ab nnd bleibt derselbe, wie auch die übrigen 
Sttloke am und m variirt werden, denn die Werthe von x, 
y, p, q, . . werden ausachli esalich durch das Curvenatück mn 
bestimmt. Werden also die Werthe \on J^Zdx, welche den 
Ab seisaen theilcn AM, MN und NZ zukommen, mit P, Q 
und H bezeichnet, so sind die Grössen P, Q und S von 
einander unabhängig. Wenn also ihre Summe P-^ Q-{- H 
ein Maximum oder Minimum Iat, so muss aueh jede einzelne 
Grösse diese Eigenschaft besitzen. Wenn daher die Formel 
JZdx für die Cnrve amz den gröasten oder kleinaten Wei-tb 
hat, und die Grösse 7^ eine algebraische Function von x, y, 
p, q, . ■ ist, dann hat dieselbe FoxcaelfZdx auch für jeden 
Theii jener Curvo die Eigenschaft eines Maximums oder Mini- 
mums. Was zu beweisen war. 
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Folgerung I. 39. Wenn man daher eine Curvo amg 
gefunden hat, welche für eine gegebene Absoiaae AZ den 
grössten oder kleinsten Werth von _fZdx liefert, während Z 
eine algebraische oder doch bestimmte Function ist, dann 
kommt auch jedem Theile dieser Cnrve bezüglich der ent- 
sprechenden Abaeisse die Eigenschaft des Masimiims oder 
Minimums zn. 

Folgerung IL 40. Bei Problemen, wo ein solches 
Maximum oder Minimum gesucht wird, braucht man also die 
Grösse der Abscisse, zu welcher das Maximum oder Minimum 
gehören soll, nicht zu bestimmen; ist vielmehry^ife für irgend 
Mne Abscisse ein Masimnm oder Minimum, so erfreut es sich 
auch für jede andere Abseisse dieser Eigenschaft. 

Folgerung III. 41. Man löst solche Probleme, indem 
man die einzelnen Tlieile der gesuchten Curve so bestimmt, 
dass für sie der Werth der FormelJ'ZdiE am gi-össten oder 
kleinsten wird. Denn alsdann hat auch die ganze Cnrve und 
jedes Stück davon ebenfalls die Eigenschaft eines Maximums 
oder Minimums. 

Anmerkung. 42. Diese Eigenschaft der Curven, in 
denen fZdz ein Maximum oder Minimum ist, wo Z eine alge- 
braische oder doch bestimmte Function von x, y, p, q, ■ - ■ 
bezeichnet hit grosse Bedeutung, denn auf ihr beruht die 
ganze Methode Pi bleme dieser Art zu lösen. Besonders des- 
hilb ibei eischen es nöthig diesen Lelu'satz schon jetzt zn 
bimgen dtmit min nicht glaubt, dass die Eigenschaff, welche 
nur den loimeln f Zdx zukommt, wo Z eine algebraische oder 
doch I estimmte Function ist, der Ges am mtheit aller möglichen 
Foimeln gemematm sei; denn wir werden im folgenden Lehr- 
satze beweisen Ais'i liese Eigenschaft nicht mehr sf^att bat, 
wenn m Z Integiiltoimcln vorkommen; hieraus erkennt man 
zi^loch deutlichei die Natiu' dieser Aufgaben. Der Beweis 
dos gBoenwititigen Lehrsatzes aber beruht darauf, dass, so- 
ball Z eine aigebii=iche oder doch bestimmte Function von 
'c y p <i 1 ist der Werth der Yojna^J'Zdx, welcher 
zu dem Äbscisa ntheile MN gehört, nur von dem entsprechen- 
den CurvenstUck mti- abhängt und nicht von der übrigen Curve, 
weder durch den vorhergehenden Theil am noch durch den 
folgenden m«, beeinflusst wird. 
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Diese Sehlussweise aber versagt, wenn in Z nichtbe- 
stimmbare lütegi'ale vorkommen. Denn die Wertte der Grössen 
X, y,p, q, ■ ■ ■ för den Gurvenbogen mn hängen nur von 
der Lage dieses Bogens mn und von benachbarten Elementen 
ab, welche keinen Bogen endlicher Länge bilden. Daher wird 
jede ans jenen Buchstaben gebildete Grösse allein durch die 
Natur des Bogens mn bestimmt, es sei denn, dass Integrale 
vorkommen, v\q J'ydx, welches die ganze vorhergehende 
Aiea AamM einführen wflrde, oäer J'dx Vi + p*, was den 
ganzen vorhergehenden Cui-venbogen mn mit sich brächte. 

Hieraus erkennt man genauer, was wir mit einer be- 
stimmten Function von x, y, p, q, . . bezeichnen wollen; eine 
bestimmte Function ist nämlich so beschaffen, dasa sie an 
jeder Stelle nur von ^en gegenwärtigen Werthen der Grössen 
^' !/i /*■?'■• ■ abhängt und ihre vorhergehenden Wei-the 
nicht in sieh enthält. Eine unbestimmte Function aber ist 
eine solche, deren Wei-th an jeder Stelle nicht einzig aus den 
Werthen bestimmt werden kann, welche x, y,p,q, ... an dieser 
Stelle haben, sondern zu seiner Bestimmnng noch alle Werthe 
erfordei-t, welche diese Grössen an allen vorhergehenden Steilen 
angenommen haben. Zum Beispiel ist klar, dass alle alge- 
braischen Functionen zngieich bestimmte sind, ausserdem sind 
aber auch alle transcendenten Functionen, welche nicht von 
der Beziehung zwischen x und y abhängen, bestimmte, wie 

/ y»:* + y^, e^y, aresin ^--=-, denn es lassen sich ihre Werthe 

an jeder Stolle vermöge der Werthe angeben, welche x, y, p, 
q, . ■ ■ allein an der betreffenden Stelle annehmen. Wenn aber 
in der Function niehtbestimmbare Integrale vorkommen , die 
von der gegenseitigen Beziehung zwischen x nnd y abhängen, 
dann lässt sich ihr Werth für eine gegebene Stelle nicht aus 
den Werthen erkennen, welche jene Buchstaben dafllr haben, 
sondern man muss auch alle Werthe an den früheren Stellen 
kennen, also die allgemeine Beziehung zwischen den Coordi- 
uaten x und y. Solche Functionen nennen wir unbestimmte, 
iveil sie ganz und gar von denen verschieden sind , welche 



Lehrsatz III. 43. Wird für eine Curve amz, 
eiche zur Abscisse AZ gf>\'6ti , JZdx ein Maximum 
der Minimum, während Z unbestimmte Integral- 
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formein enthält, dann gilt die Eigenschaft eines Masi- 
mums oder Minimums nictt ftlr jedes beliebige Curven- 
staet, sondern ist nur der furve eigenthiimlich, welche 
zur Ahscisse AZ gehoit 

Beweis Man denke sich die ginze (nur amx, für 
welche fZd\ ein Miiimum odei Mmunnm ist irgendwie 
durch eine Oidinato Mm m zwei Theile gefheilt der Werth 
der 'Fo-^mclJ Zd^, ftelchei zu dem Sticke am geholt, heisse P, 
der Werth derselben Formel für das andere Stück mz hoisse Q. 
Dann ist der Worth MfiafZdx für die ganze Ourve gleich 
P-\- Q. Wir nehmen an, dass P+ Q ein Maximum oder Mini- 
mum ist. Um aber alle Zweideutigkeit zu vermeiden und die 
Sache deutlicher auseinanderzusetzen , wollen wir annehmen 
es sei ein Maximum. Wenn jetzt Q von P unabhängig 
wäre, so könnte die Summe P -^ Q nur dann ein Maximum 
sein, wenn es beide, P und Q, für sich wären. Aber in 
unserem Falle, wo die Grösse Z nichtbestimmbaro Integi'ale 
in sieh enthält, hängt Q nicht nur von dem Ourvenstücke ms 
ab, auf welches es sieh bezieht, sondern gleichzeitig von der 
ganzen vorhergeheuden Curve am und daher anch von P selbst. 

Jetzt behaupten wir, dass P nicht ein Maximum zu 
sein braucht, wenn es P + Ü sem soll. Nehmen wir näm- 
lich an, das Curventtück am habe die Beschaffenheit, dass 
dafür P ein Maximum i«t und lissen wir das Curvenatück am 
sieh ein wenig ändern so dass der Werth vonJ'Zdx: kleiner, 
etwa P — p, wird sc k^nn dooh in Folge dieser Ändening 
der Werth von Q et'fta um 'j wachsen, sodass, nachdem das 
Curvenstlick am ein wenig geändert nniJ'Zdx dafür kein 
Maximum mehr ist, der Weith vonJZd^ für die ganze Curve 
a?m gleich P — p + Q -i~ q ist. Da es nun geschehen 
kann, dass q gi-össer als^ ausfällt, so erkennt man, viiaJ'Zda; 
für die ganze Curve ein Maximum sein kann, ohne dass es 
für das Stück am am grössten ist. Was an beweisen war. 

Folgerung I. 44. Hat man also eine Curve gefunden, 
die für eine gegebene Abaeisse AZ den grössten oder kleinsten 
Werth voaJ'Zdx ergiebt, und ist Z eine unbestimmte Function, 
so folgt daraus nicht, dass jedes Stück der gefundenen Curve 
auch die Eigenschaft eines Maximums oder Minimums besitzt. 
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Folgerung IL 45. Daher muss man bei der Lösung 
sulcher Probleme, bei denen die Curve geaiicht wird, welclie 
füi eine gegebene Ab'cisse AZ JZdx zu einem Maximum 
odei Minimum liat, stets die Grösse der ganzen gegebeneu 
Absciase bei uck&iehtigen und das Maximum oder Minimum 
diif man niii flii diese, nicht för einen beliebigen Theil der- 
selben, zu eiieichen suchen. 

Tülgeiung III 46. Hieraus erhellt der gewaltige Unter- 
schied zwischen den Formeln, in denen die Function Z, be- 
stimmt oder unbestimmt ist, und zugleich erkennt man die 
Verschiedenheit der Methoden, welche man gebrauchen muss, 
um Aufgaben zu lösen, bei denen die Maximal- oder Miuimal- 
werthe solcher Formeln verlangt werden. 

Anmerkung. 47. Aus dem Beweise dieses Lehrsatzes 
folgt nicht nothweudig, dass die einzelnen Theile einer Curve, 
welche für eine gegebene Absciase AZ ein Maximum oder Mini- 
mum der Forme! /2(fo ergiebt, sich ebenfalls dieses Vorzuges 
erfreuen, aber man erkennt leicht, dass es eintritt, wenn 
diese Eigenschaft den einzelnen Theilen zukommt. Nichts- 
destoweniger ist es durchaus nothwendig die Lösung stets der 
ganzen gegebenen Abscisse anzupassen. Freilich kann es bei 
Problemen der relativen Methode vorkommen, dass mau Formeln 
fZdx, in denen Z eine unbestimmte Fnuclion ist, so behandeln 
darf, als wäre Z eine bestimmte. Dies tritt nämlich ein, wenn 
nur unter allen Curveu, bei denen die in Z vorkommenden 
nichtbeatimmbaren Integrale dieselben Werthe haben, diejenige 
gesucht wird, für welche J'Zdx ein Maximum oder Minimum 
ist ; denn in diesem Falle darf man die nichtbestimmbaren Inte- 
grale als bestimmbai'ß ansehen. Wenn zum Beispiel unter allen 
Curven derselben Länge die zu bestimmen ist, in welcher yZds: ein 
Maximum oder Minimum ist, und wenn in Z ausser bestimmten 
Grössen der Ourvenbogen /(/s; Vi +^* vorkommt, dann darf 
man ihn wie eine bestimmte Function behandeln , da er ja 
für alle Curveu, unter denen man die gesuchte finden soll, 
denselben Werfh erhält. Das alles wird aber im Folgenden 
noch deutlicher auseinandergesetzt werden. 

Annahme 11. 48. Wenn die Abscisse AZ der Curve 
in unendlich viele, einander gleiche Elemente JK, 
KL, LM, . . . getheilt, und irgend ein Stück AM 
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X genannt wird, dem eine verändeiliclie Fnnetiou 'F 
entspricht, so wollen wir die Werthe der Function 
für die folgenden Pnnkte der Abscisae iV, 0, P,. . . 
mit F, F", F'", . . ., für die vorhergohondon Punkte 
L, K, H, . . . mit F, F,, F,.„ . . . beKeicLnen. So 
wird ohne weitläufige Schreibung von Differentialen 
der Werth, welchen eine veränderliche Function in 
irgend welchen Punkten der Abseisse annimmt, be- 
quem angezeigt. 

Folgerung I. 49. Da der Werth einer Function an 
irgend einer Stelle gleicli dem Werthe an der vorhergehenden 
ist vermehrt um sein Differential, so haben wir 
F' = F + dF, F"^F' + dF', F'" = F" -^dF", .. . .; 
F = F, + dF, , F = F„ 4- dF„ , F„ = F„. + dF„, , 

Folgerung II, 50. Wenn in den einzelnen Theilpunkten 
der Abscisae Ordiuaten gezogen und die der Abscisse^J/=fl: 
ide Ordinate Mm mit y bezeichnet wird, so sollen 



dx 



dx 






die folgenden Ordinaten jVk, Oo, Pp,--. mit y' , y" , y"',-.., 
die vorhergehenden LI, Kk, Ji,... mit y,, y„, y,„,... bc- 
aeichnet werden. 

Folgerung III, 51. Ferner ist 

dy Nn — ■ Mm y' — y 



sodass man fflr die folgenden und vorhergehenden Werthe von 
p erhält; 
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Folgerung IV. 52. Weitev ist 

_ ^^P _ p' — p _ y"~'^y' - 



l-ix — 


dx 


~ dx^ 


sodass man fllr die folg 
von q erhält: 


lenden 


und vorhergehenden Worthc 






,J-y^\ 






s'— 2s + y, 


„ y" — ^y'-'A-y- 




_y_zi'^jj+j!/L^,,. 



Folgerung V. 53. In ähnlicher Weise lassen sich 
veimöge jener Zeichen für die Oidiuaten die Werthe der 
Grössen f, s, t, . . hestimmen und aus der Figur entnehmen. 
Es wird nämlich: 

_ y"'—H" + ^y'—y , _ y'" — 4y"'+6y'— 4)/'4 -y 



worans man die vorhergehenden und folgenden Werthe dieser 
Grössen bilden kann. 

Folgerung VI. 54. Bezieht man die Formel /2(^:c auf 
die Ähscisse AM^x,&o ist derWei-th, welcher dem folgenden 
Elemente MN ■= dx entspricht, gleich Zdx. Mithin wird 
man in ähnlicher Weise die den Abscisseuelementen JfiV, 
iVO, OP, PQ,... entsprechenden Wertlie woa fZdx m\t 
Zdx, Z'dx, Z"dx, Z"'dx,..., die den Elementen JlfiV, 
LM, KL, JK,... enfspreehendeu mit Zdx, Z,dx, Z„dx, 
Z„,dx,... bezeichnen. 

Folgerung Vn. 55. Bezieht sich der Ausdruck yZi/a; 
auf die Abscisse AM = x, so ist der zu der gegebenen Ab- 
sciase AZ gehörige Werth gleich 
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fZdx + Zdx + Z'dx + Z"4x + ■ 



iiif., 



bis man zum letzten Punkte Z gelangt. 

Folgerung Vni. 56. Wenn also die Gurve \ 
werden soll, welche für die gegebene Abscisse den gi-össten 
oder kleinsten Wei-th Yoa J'Zdx liefert, so hat man, die 
unbestimmte Absciase ^JW gleich x gesetzt, zu bewirken, 
dass der Ausdruck 

(Zdx + Zdx + Z'dx + Z"dx 4- - - - 

bis znm Punkte Z summirt ein Maximum oder Minimum wird. 
An ro erkling. 57. Obgleich die Annahme in gewisser 
Weise willktlrlich ist, so sind doch jene Zeichen sehr nütz- 
lich für eine rasche Lösung der Aufgaben, welche sich auf 
diese Methode der Maxima und Minima beziehen. Denn gar 
viel vermag bei solchen Geschäften die bequeme Wahl der 
Zeichen, mittelst deren die Kechnung nicht bloss abgekürzt, 
sondern auch leichter nnd übersichtlicher gemacht werden kann. 
Die eingeführte Bezeichnungsart ist aber der üblichen bei weitem 
vorzuziehen, bei welcher man die aufeinanderfolgenden Werthe 
der Functionen durch Differentiale zu bezeichnen pflegt, weil 
bei unserer Lösungamethode eine andere Art von Differentialen 
auftritt, welche mit den natürlichen Differentialen veränder- 
licher Grössen leicht venvechaelt werden könnte , wenn nicht 
vermöge der hier angenommenen Bezeichnungsavt die natür- 
lichen Differentiale weggeschafft würden. 

Lehrsatz IV. 58. Wenn die Yoxw%ifZdx einen 
grössten oder kleinsten Werth für die auf die ge- 
gebene Abscisae AZ be- 
zogene Curve amnoz er- 
langt, und man eine an- 
nimmt, welche von jener 
nur unendlich wenig ab- 
weicht, so ist der Werth 
der Formol/Z(?a; für beide 
Cnrven derselbe. 

Beweis. Wenn in der 
Analysis irgend ein veränder- 
licher Ausdruck ein Maximum 
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wird, so nähert er sich zunächst heständig wachsend dem 
Maximalwerthe , sobald ei- ihn aber eiTeioht hat, entfernt er 
sich abnehmend von ihm. Dieses Aufsteigen znm Masimal- 
werthe und Herabsteigen davon geschieht so , dass Abnahme 
und Zunahme der GrOsse momentan verschwinden, wenn sie 
dem grössten Werthe am nächsten ist; dasselbe gilt vom 
Minimum, Es giebt freilieh Maxima und Minima, in deren 
Nähe Abnahme und Zunahme unendlich gi'oss ist, aber aolcbe 
Maxima und Minima kommen bei der gegenwärtigen Unter- 
suchung selten vor, und wenn sie vorkommen, kann mau sie 
leicht bestimmen. Es genügt daher zu bemerken, dass es in 
der Nähe vom Maximum und Miniraum keine endlichen Ände- 
rungen giebt. 

Hat daher der Ausdruck yZc?at für die Curve amnoz 
den grössten oder kleinsten Werth, so wird der Werth des 
Ausdruckes für eine andere Curve sich umsomehr vom Maxi- 
mum oder Mimmum entfernen, je mehr die andere Curve von 
jener abweicht, Wenn aber die andere Curve von der, welche 
Genüge leistet, nur unendlich wenig abweicht, dann erhält die 
Formel fZdx für beide denselben Werth. Eine solche sehr 
wenig abweichende Curve erhalten wir, wenn wir annehmen, 
dass nur der unendlich kleine Bogen mno unendlich wenig 
variirt und an seine Stelle der Bogen mvo gesetzt wird. 
Deshalb woüen wir uns denken, dass aus der Curve az, för 
welche yZ(7:c ein Maximum oder Minimum ist, ein unendlich 
kleiner Theil mno ausgeschnitten and an seine Stelle ein 
anderer, unendlich wenig davon abweichender, mvo eingesetzt 
werde. Dann ist der Werth \oa JZdx, welcher der Curve 
amnoz zukommt, gleich dem, welcher der Curve amvos zu- 
kommt, was zu beweisen war, 

Folgerung I. 59, Da die Änderung möglichst klein 
sein musa, genügt es nicht den Bogen mno, welcher geändert 
werden soll, als unendlich klein anzunehmen, sondern es muss 
auch die Abweichung nv im Verhältniss zu der Länge des 
Bogens mno unendEch klein sein. 

Folgerung IL 60. Bei einer solchen Änderung der 
Curve ändert sich auch der Werth der Formel /Zc?^, welche 
doch dem Beweise zufolge unverändert bleiben soll. Auf 
diese Weise ergiebt die angenommene Änderung eine Gleichung, 
welche die Natur der gesuchten Curve anzeigt. 
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Amuei kling. Ol. Im vorhej'geheudeii Lehrsatze ist die 
ganze Methode enthalten, Probleme zu lösen, bei denen die 
Cni-ve verlangt wird, fltr welche der Werth einer imbeafimmten 
Formet wie JZdx ein Maximum oder Minimum ist. Immer 
nämlich stellt man sich vor, dass ein unendlich kleiner Theil 
der Curve, wie mno, variirt werde in mvo, nnd fragt dann 
nach dem Unterschiede der Wei'the, welche die Forraeiy^i^Ä: 
fflr die wahre Curve amnos und für die angenommene amvoz 
besitzt. Der Unterschied gleich Nnll gesetzt ergiobt die Natur 
der gesuchten Curve. 

Die Änderung muss an einer nnbeatimmten Stelle ge- 
schehen, damit sie sich auf die ganze Curve bezieht und 
sich auf jede einzelne Stelle erstreckt. Sie kann aber sonst 
ganz beliebig gemacht werden, wenn sie nur unendlich klein 
ist, und kann sich auch auf zwei oder mehrere Elemente der 
Curve erstrecken. Immer muss jedoch dieselbe Endgleichnng 
herauskommen. Indess erfordert die Bequemlichkeit der Kech- 
nung, dass die Änderung nur bei so wenigen Elementen vor- 
genommen wird, als znr Lösung hinreichen. Wenn zum Bei- 
spiel unter der Geaammtheit aller Curven, welche zu derselben 
Abscisse gehören, die bestimmt werden soll, in &.%r JZdx ein 
Maximum oder Minimum ist, so gentigt es bloss zwei Cnrven- 
elemente zu Sudern. Wenn aber nicht unter allen Cni-ven, 
sondern bloss unter denen, welche eine oder mehrere Eigen- 
schaften gemeinsam haben, die bestimmt werden soll, in welcher 
irgend eine Grösse ein Maximum oder Minimum wird, dann 
darf man nicht eine beliebige Änderung mvo vornehmen, 
sondern muss es so einrichten, daas alle jene den Curven 
gemeinsamen Eigenschaften erbalten bleiben , und in diesen 
Fällen gentigen nicht zwei Elemente, sondern man muss mehr 
nehmen, damit man allen Bedingungen genügon kann. 

Erklärung V. 62. Der zu einer Formel des Maxi- 
mums oder Minimums gehörige Differentialwerth ist 
der Untorschiod dorWerthe, welche diese Formel i» 
der gesuchten Curve und in einer Curve annimmt, 
welche daraus durch eine unendlich kleine Änderung 
entsteht 

Folgerung I. 63. In einer Curve also, für welche die 
gegebene Formeiyi^iÄc ein Maximum oder Minimnm sein soll, 
muss der zu der Formel gehörige Differentialwerth ver- 
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schwinden. Sotet man aläo den Differential wei^th gleich Null, 
so erhält man eine Gleichung, welche die Natnr der Ourve 
ausdrückt. 

Folgerung II. 64. Kennt man also den Differcntial- 
werth, welcher zu der vorgelegten Formel des Masimnms oder 
Minimiimä gehört, so hat mau sofort eine Gleichung, welche 
die Natur der Ourve ausdrückt, in der jene vorgelegte Formel 
den gi'öasten oder kleinsten Werth annimmt. 

Folgerung III. 65. Die ganze Arbeit beim Aufsuchen 
von Curven, welche eine Eigenschaft im höchsten oder ge- 
ringsten Grade besitzen, ist hiermit darauf zurflckgefohrt, dass 
für jede Ponnel des Maximnms oder Minimums der ihr zu- 
kommende Differential werth ermittelt wird. 

Anmerkung. 66. Nach dieser allgemeinen Darlegung 
der Natur der Aufgaben, bei denen Curven mit der Eigen- 
schaft eines Maximnms oder Minimums gesucht werden, und 
der Methode, deren man sioh zu ilirer Lösung bedienen muss, 
gehen wir zur eigentlichen Untersnohnng über, und zwar werden 
wir zuerst die absolute Methode dai-legen, bei welcher Curven 
gesncht werden, die unter der Öesammtheit aller auf dieselbe 
Äbsciasß bezogenen Cnrven eine gewisse Eigenschaft des Masi- 
mnms oder Minimums besitzen, nnd dann werden wir zur 
relativen Methode der Masima und Minima übergehen , auf 
welche sich die Aufgaben beziehen, bei denen nicht unter 
allen einer gegebenen Abscisse entsprechenden Curven, son- 
dern nur unter denen, welche sioh einer oder mehrerer ge- 
meinsamer Eigenschaften orfreuen, die bestimmt werden soll, 
welcher der Vorzug eines Maximums oder Minimums zukommt. 
In diese Untersuchungen bringt aber die Natur der Formel 
JZdx, welche ein Maximum oder Minimum sein soll, einen 
gewaltigen Unterschied hinein, je nachdem Z eine bestimmte 
oder unbestimmte Function ist, wie wir dies seh 



Wie wendet man die alisolute Methode der Maxima und 
Jtliiiima zur Auffindung von Curven an? 

Wenn in einer Curve amz irgend 
m ein unendlich kleines Stück nv 
man die Änderung finden , welche 
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in Folge dessen die einzelnen bestimmten, auf die 
Curve beztgliolien Grössen erleiden. 

Lösung. Bestimmte auf die Cnrve bezilgliche Grössen 
smd anesei der Äbäcisse a. welche unverändert bleibt, y* p, 
q r s mit iliien abgeleiteten Werthen, welche sie an 

den niehfolgendeu und vtn hei gehenden Stellen annehmen, 
'setzen wir nun AM=^ ^ und 3Im = t/, so ist JVn = y\ 
nnd sein Werth wud dnrch die Veischiebuug des Punktes n 
nach ) um das Stückchen nv vermehrt, während die llbrigen 
folgenden Oidmaten y y und die vorhergebenden y,, 

II ^ umoiandeit bleiben Da also nur die Ordinate 
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VariationB-Eeclinung. 

P , p' \ q, , 

H — ; H — 

dx dx dx^ 



~~d'x" 



dx^' dx^ ' dx^' dx^' 
Es wäre leiclit diese Tabelle fortzusetzen. Was zu finden 

Folgerung I. 2. Kennt man also die Änderungen dieser 
auf die Carve bezüglichen Urgröasenj so kann man für alle 
aus ihnen zusammengesetzten Grössen, wenn man die Art ihrer 
Zusammensetzung beachtet, die Änderungen bestimmen, welche 
die Vermehrung der Ordinate j/' verursacht. 

Folgerung 11. 3. Die eben angegebenen Ändeinngen 
dieser Grössen kann man gewissermaaasen als ihre Differentiale 
ansehen, und ist eine aus ihnen zusammengesetzte Grösse vor- 
gelegt, so findet man die Vuderung welche duich die Vei 
sehiohung des Punktes f nach j veiui-sieht wird indem min 
die betreffende Grösse difieientiiit und an 'stelle dei Diffe 
reutiale der einzelnen Gilssen die Änderungen schieibt welche 
unter ihnen vermerkt wniden 

Folgerung III 4 Hat man aum Beispiel die Andernn^ 
der Function y' Vi + p^ zu bestimmen welche luieh die 
Verschiebung des Punlit es n nach j vei ui sacht wiid sj dilTe 
rontiire man zuerst diese Function noduich min 



dt/' -Vi 



erhält, und schreibe dann an Stelle von dy' und dp die Ände- 
rungen der Grössen y' und p, nämlich + nv und + ■-; -, Man 
findet so als Zuwachs der vorgelegten Function; 
+ ^,.yi+->> y'p-_nv_ 
^ dxVl +p' 
Folgerung IV. 5. Leicht kann man also durch Diffe- 
rentiation einer beliebigen Function die Ändei'ung ermitteln, 
welche aus dem Zuwacla nv der Ordinate y' hervorgeht, was 
aus dem Anblicke der Figur nur schwierig und allgemein über- 
haupt nicht geschehen kann. 
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AEmerkuitg, 6. Es iat wohl zu beachten, dass diose 
Methode die Änderung von Fnnetionen oder Grössen zu finden, 
welche aus x, y, p, q, . . und den daraus abgeleiteten y' , 
y", p', p", . . . znsammengeaetat sind, nuv bei bestimmten 
Fnnetionen zum Ziele führt, sich aber nicht auf unbestimmte 
ansdehnen lässt. Denn ist die vorgelegte Function eine un- 
bestimmte oder eine nicht bestimmbare Integralformel, die 
weder algebraisch noch transcendent integrirt werden kann, 
dann kommt man durch Differentiation nicht zum Ziel, wenn 
man ihre Änderung finden will. Sobald wir im Folgenden 
solche Formeln des Maximums oder Minimums JZdx bekachten 
werden, in donon 2 eine unbestimmte Function ist, werden 
wir die Änderungen derartiger Fnnetionen ermitteln. Ist aber 
Z eine bestimmt« Function, so genügt die Lösung des vor- 
liegenden Problems, um die Lösung aller hierher gehörenden 
Probleme zu bewerkstelligen. 

Aufgabe IL 7. Man soll, wenn Z eine bestimmte 
Funclion von x und y allein ist, die Ourve az finden, 
in welcher der Werth der FormoiyZi^a: am grüssten 
oder kleinsten ist. 

Lösung. Man denke sieh die Äbsciase AZ, zu welcher 
das Maximum oder Minimum der Formel yZi^« gehören soll, 
in rmzählig viele gleiche Elemente getheilt, die alle mit dx 
bezeichnet werden mögen. Setzt man die unbestimmte Äb- 
scisse jiJ/= X, die Ordinate Mm = y, so liefert das Ele- 
ment MN zur Formel J'Zdx den Beitrag Zdx und naeh 
unserer Bezeichnungsweise ergeben die folgenden Elemente 
NO, OP, PQ, ... die Werthe Z'dx, Z"dx, Z"'dx, . . ., 

die vorhergehenden iJW,^i, JK aber Z,dx, Z„dx, Z,„dx, 

Ist daher die Cui've az die gesuchte, so musa Zdx H- Z'dx 
+ Z"dx -f- . ■ ■ vermehrt um Z,dx -|- Z„dx -\- Z„,dx -\- ■ -• 
ein Maximum oder Minimum sein. 

Wird jetzt die Ordinate iVw = y' um das Stückchen nv 
vermehrt, so muss jener Ausdruck denselben Werth behalten 
und sogar der Differential werth von JZdx oder von der 
Summe der Glieder Zdx -\- Z'dx + Z"dx -|- ■ ■ ■ vermehrt 
um Z,dx -\- Z„dx -\~ Z,„dx .... verschwinden. Man muss 
also die DifFerentialwerthe der einzelnen Glieder ermitteln, 
welche aus der Verschiebung des Punktes n nach v ( 
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Ihre Summa ist der Differential werth durVormdJ'Zr/x, welcher 
gleich Null gesetzt die Gleichung für die geanchte Ourve er- 
giebt. 

Da nun Z als hestimmte Fnnotion von x und j/ ange- 
, so hat daa Differential Z die Form Mdz + Ndy, 



dZ= Mdx + Ndy 
ist. Die Differentiale dei' abgeleiteten Werthe von Z sind 



dZ' = M'dx -\- N'dy', dZ" = M" dx + N"dy", . . . , 
dZ,=^M,(lx + N,dy, dZ ,^ M„dx'\- N„dy,„ 

Da aber die Diffeientiil werthe dei bliedei Zds. Z dx, Z"dx, . . . 
lind Z dx Z dl gefunden weiden wenn man diese 

bliedei diflerentuit und ni an Stelle von ay Null an Stelle 
aller indeien Difieientiile schreibt so besitzt allein d^ Glied 
Z dx einen Di&erentnlwerth da nni in seinem Differentiale 
dy voikummt fechieibt min also nt statt dy so ist der 
DiffeientHlwerth des Gliedes Z dx gleich N'dem, und das 
ist zngleich dei D fferentialweith dei ganzen FoimeljZdx, 
weil lie flbiigen Gliedei awsei Z dx keine Änderung er- 
leiden An Stelle von A dtiifen wii aber iV setzen, weil 
"\ = J\ -j- l]S ist unl dh Sögen N veischwjndet. 

Man erhalt dahei füi die gesuchte Tiive in welcher 
fZdi ein Maximum olei M nimum =; m soll lie Gleichung: 
Ndi MV ^ oder 

-\ = 0, 
wenn dZ== Mdx + Ndy ist. "Was zu l'inden war. 

Folgerung I. 8. Wenn also die Ciirve bestimmt worden 
soll, in welcher yZtfe ein Masimum oder Minimum ist, und 
wenn Z eine bestimmte Function von a: und y allein ist, so 
muss man die Grösse Z differentiiren. Man erhält dann dZ 
in der Form Mdx -f- Ndy nnd bildet hieraus die Gleichung 
für die gesuchte Curve, nämlich iV= 0. 

Folgerung H. 9. Da somit JV eine bestimmte Function 
von X und y selbst ist. kommt in der Curvengleiehung A'^ 
keine oonsfante Grösse vor, welche nicht in der Formel des 
Maximums oder Minimums yZt^a: auftrat, und deshalb ist die 
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gefundene Ciirve einzig in ihror Art und vollkommen be- 
stimmt. 

Folgerung III. 10. Bei Aufgaben, welche niit er diesem 
Probleme begi'iifen sind, wird also die Curve, die Genüge 
leistet, einzig ans der Formol dos Maximums oder Minimums 
bestimmt, und man darf nielit nocli Punkte vorschmben, dnroh 
welche die gesuchte Curve hindurchgeben soll. 

Folgerung IV, 11. Ist Z eine Function von x allein, 
sodass y darin nicht vorkommt, so \sijZdx auch eine be- 
stimmte Function von x allein, und alle Curven, welche zu 
dei'selben Abscisse gehören, genügen in gleicher Weise. Das- 
selbe zeigt aber auch die Rechnung, denn in diesem Fall, wo 
y va Z nicht enthalten ist, wird N^= ü, und man erlrält gar 
keine Gleichung für die gesuchte Curve. 

Folgerung V. 12, Man kann auch sofort erkennen, 
ob es eine Curve giebt, in welcher eine solche Fonnel 
JZdx ein Maximum oder Minimum ist, denn wenn man aus 
der Differentiation von Z einen solchen Werth für iV findet, 
daas durch die Gleichung iV^ keine Curve dargestellt wird, 
dann giebt es auch keine Cui-ve, in welcher die vorgelegte 
Formel JZdx ein Maximum oder Minimum ist. 

Folgerung VI. 13. Endlich erkennt man auch, dass 
die Eigenschaft des Maximums oder Minimums nicht auf eine 
bestimmte Abaoisae beschränkt ist; wenn vielmehr eine Cui've 
die FormeiyZ<^a: für eine Abscisse zu einem Maximum oder 
Minimum macht, so hat sie auch für jede andero Abscisse 
gleichfalls den grössten oder kleinsten Werth. 

Anmerkung I. 14. Wir haben somit eine leichte Me- 
thode erlangt, unter allen derselben Abscisse entsprechenden 
Curven die zu bestimmen, in welcher die Formel y2(7aT einen 
grössten oder kleinsten Werth besitzt, wenn nur Z eine be- 
stimmte Function von x und y allein ist. Zugleich ist auch 
klar, dass die Curve, welche genügt, immer algebraisch ist, 
wenn Z eine algebraische Function von ^ und y ist. Die 
so gefundene Curve hat die Eigenschaft, dass, wenn irgend 
eine andere Curve für dieselbe Abscisse angenommen wird, für 
die Formel yZtfx ein kleinerer oder grösserer Werth hervor- 
geht, als für die gefundene. Es bleibt aber noch zweifelhaft, 
ob in der gefundeneu Curve der Werth der FormeiyZtfor ein 



y Google 



Variation 8-Eectinung. 51 

Maximum oder Minimiun ist, wag aieh m jedem emzolnen Tille 
leicht entscheiden lässt, oine da=!s eb allgemein mu^licli waie 
Das fi'eiiicli ist gewiss, dass wenn man um eint einzige 
Gleichung erhält, nur entwedei em llasimnm odei ein Mmi 
nium stattfinden kann; liefeit also die gefnndene ( uive em 
Maximum, so giebt es kern Minimum, vielmehi k'inn der 
Werth der Formel fZdx unhesohränkt vermindert werden, 
und ebenso kann, wenn man nur eine einzige Curve gefunden 
hat , welche für die Formel fZdx ein Minimum hefert, der 
Werth von fZdx mibeschränkt vermehrt werden. Giebt aber 
die Lüsimg gar keine Curve, welche Genüge leistet, ao ist das 
ein Anzeichen dafür, dass der Werth der Formel ^Ztfa: für 
jede Ahäcisse ins Unendliche waehaen und abnehmen kann. 

Anmerkung II, 15. Mittelst derselben Lösung kann 
man anch jene anderen oben erwähnten Curven finden, welche 
die Eigenschaft eines Maximnma oder Minimums besitzen und 
zn denen man nicht durch versehwindende , sondern durch 
unendlich grosse Differential werthe gelangt; diese Art des 
Masimnms nnd Minimums ist von jener gar sehr verschieden. 
Man findet diese Curven, wenn man den Differentialwerth 
Ndx-nv nicht gleich Null, sondern gleich unendlich setzt. 
So oft also die Gleichung iV= c» eine Curve liefert, so oft 
erhält auch in ihr die Formel fZdx den grösaten oder kleinsten 
Werth; diea tritt ein, wenn N ein Bmch ist, dessen Nenner 
gleich Null gesetzt die Gleichung fttr eine Curve ergiebt. 
Auf diese Art findet mau möglichei-weise mehrere Cui'ven, 
welche gleichzeitig der Aufgabe genügen, und die einen liefern 
ein Maximum, die anderen ein Minimum. Man kanu auch mehr 
als zwei Curven findon, welche dei' Aufgabe geniigen, obwohl 
man nur die beiden Gleichungen JV"^= und iV= oo hat, 
denn wenn die Grösse N aus Faetoron zusammengesetzt ist, 
so giebt jeder Factor, gleich oder oo gesetzt, die Gleichung 
einer Curve, welche Geniige leistet; denn es ist bekannt, 
dass oft mehrere Maxima und mehrere Minima statthaben 
können. Dies alles aber wird klai-er worden bei den folgeudeu 
zu diesem Probleme gehöngen Beispielen. 

Beispiel I. 16. Die Curve zu finden, welche unter 
entsprechenden Curven das grösste 



oder kleinste 
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Beispiel II. 17. Die Onrve zu finden, welche uater 
allen derselben Abscisae enfspreclonclen Ourven den grössten 
oder kleinsten Werth der Formel 

ßax ~ y") y dx 
besitzt. 

[LOsiiag: ux—'6y^ = (i\. 

Beispiel UI. 18. Die Curve zu finden, in weleber 
unter allen auf dieselbe Abseiase bezogenen Curven der Wertb 
der Forme! 



- 'Ay''] clx 



1 grSsBten oder kleinsten ist. 

[Lösung : [ax — y^) {ax - 



Beispiel IV. 19. Unter allen derselben Abscisae ent- 
sprecbenden CuiTen die zu bestimmen, in welcher die Formel 

ß^ax — 'Ax^ — y^'i [ax — x" — -J^k?/ -{- y^] dx 

den grOssteu oder kleinsten Worth hat. 

[Lösung: [y — x) {y^ — ax -^ x"^) = 0). 

Anmerkung. 20. Diese Probleme können auch durch 
die gewöhnliche Methode der Maxim a und Minima gelöst 
werden. Denn wenn die Cuitc gesncht wird, in welcher füi' 
eine beliebige Abscisse der Wertb von JZdx ein Maximum 
oder Minimum ist, so bann ofi'enbar, sobald Z eine bestimmte 
Function von x und y ist, JZdx kein Maximum oder Mini- 
mum sein, wenn es nicht das Element Zdx, mithin auch Z 
selbst ist. Man genügt daher der Aufgabe, wenn man Z bei 
constantem x differentiirt, und das Difi'erentia] gleich Null 
setat. Denn alsdann hat Zimmer den gi-Össten oder kleinsten 
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Werth, also auch Zdx und jZdx. Differeuüirt man über 
die Functiou Z bei constantem ic, so ergiebt sicli Ndy, da 
wir ja aligemein das Differential dZ gleieli Mdx + Ndy 
gesetzt haben. Man genügt also duroh iV"=0, und dies 
ist dieselbe Lösung, welche die vorher dargelegte Methode 

HierDaeh kannte es scheinen, als ob solche Aufgaben 
tiberhaupt in ähnlicher Art gelöst werden können, wie bei 
der gewahn liehen Methode der Masima und Minima. Es 
findet aber nur statt, wenn Z eine Function von x und y 
allein ist, denn sobald in Z ausserdem die durch Differentiation 
entstandenen Grössen p, q, r, . . . vorkommen, dann kann 
die gewöhnliche Methode niohta mehr nützen. Wenn man 
nämlich die Function Z bei constantem x differentiirte , so 
würden in das Differential die Differentiale dp, dq, dr, . . . 
eintreten, deren Beziehung zu dy man nicht kennt, und hier- 
aus lässt sieh keine Gleichung herleiten, welche zur Bestim- 
mung des Maximums oder Minimums geeignet ist. In dieseii 
Fällen also erkennt man die Hfltzlichkelt und Noth wendigkeit 
unserer Methode. 

Aufgabe III 21. Wenn Z eine bestimmte Function 
von xfy tind p ist, sodass man 

dZ = Mdx + Nd^j -4- Pdp 

hat, soll man unter allen zn deraelbön Abscisse ge- 
hörenden Curven die finden, in welcher fZdx ein 
Maximum oder Minimum ist. 

Lösung. Genügt die Curve amz, so denke man sich 
die Ordinate Nn = y' um das Stückchen m/ vermehrt. Dann 
muss der Differential werth der Fai-mBl fZdx oder, was das- 
selbe ist, von Zdx -)- Z'dx + Z"dx + . . . vermehrt um 
Z,dx -\- Z„dx + . . . gleich Null sein, Man erhält nun den 
Differentialwerth der ganzen Grösse fZdx, welcher von der 
Verschiebung des Punktes n nach v herrührt, wenn man die 
Differentialwei'the der einzelnen Glieder, soweit sie durch diese 
Verschiebung geändert werden, sucht und in eine Summe ver- 
einigt. In Folge der Verschiehnng des Punktes n nach v 
erleiden aber nur die Glieder eine Veränderung, welche die 
Grössen y', p und p' enthalten, also nur die Glieder Zdx 
und Z'dx, denn ebenso wie Z ausser von x auch von y und 
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p abhängt, ebenso ist Z' eine Function von y und /) . Dos- 
halb mnss man diese Gliedei diflerentnien, und m ihieii Diffe- 
rentialen an Stelle von dy' dp und dp' die olieu antjogebenen 

Werthe: + nv, H r- und =— sohieiben Äbei ebenso 

dl dv 

wie dZ = Mdx + Ndy -^ Pdp ist, so ist dZ' = M'dx 
-\- N' dy' -^ P' dp'. DaJier ist der Differentialwerth von 

Z ffleich P^-, der von Z' gleieh N'nv — P ~^, und der 
° dx dx 

von Zdx -\- Z' dx, also auch von der ganzen Formel ,/^(fa, 
gleich ; nv (P + N'dx — P'). Es ist aber P' — P = dP, 
und an Stelle von iV' darf man N schieibeu, woraus sich als 
Differentialwerth ergiebt: nv {Ndx. — dP). Da nun der 
Differentialwerth der Foi-mel fZdx gleich Nnll gesetzt die 
Gleichung für die gesuchte Cmve ergiebt, so erhält man 
= Ndx — dP oder 

dx 

und durch diese Gleichung wird die Natur der gesuchten 
Cnrve ausgediTlcbt. Was zu finden war. 

Folgerung I, 22. Ist also Z eine Function von x und 
y und von ihren Differentialen dx und dy oder an Stelle 
dieser Differentiale von p selbst, wobei dy ^^ pdx ist, so hat 
das Differential von Z die Form 

dZ = Mdx -\- Ndy + Pdp, 

und hieraus tiiidet man die Cnrve, in welcher ^Zcfe ein Maxi- 
mum oder Minimum ist, wenn man die Gleichung bildet 

N r- = oder Ndx = dP. 

dx 

Folgerung II. 23. Diese Gleichung ist immer eine 
Differential gleicliung zweiter Ordnung, ausser wenn p iu P 
gar nicht vorkommt. Denn wenn P die Grösse p ent- 
hält, kommt dp in dP vor, was wegen p = - - Differentiale 
zweiter Ordnung mit sieh bringt. 

Folgerung III. 24. Wenn also P in dem Differentiale 
dz = Mdx -\- Ndy -j- Pdp die Grösse p in sich fasat, 
so ist die Difforentialgleichnng ftlv die gesuchte Cnrve zweiter 
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Ordnung, und es treten zwei neue ConstaDten dureh die Inte- 
gration ein. Kur Bestimmung der Constanfeu darf man zwei 
Curvenpunkte vorschreiben, denn sonst würde man nicht eine, 
sonäern unzählig viele Ourven erhalten. 

Folgerung IV. 25. Damit also Probleme der betrach- 
teten Art in bestimmter Weise vorgelegt werden, muss man 
sie so aussprechen diss duich zwei gegebene Punkte eine 
Curve gezogen weiden soll welche untei allen anderen durch 
die beiden Punkte gezogenen ' uiven flu dieselbe Abscisse x 
den Wei-th y^t^ar zn einem Mii-imum olei Minimum macht. 

Folgernug V ^b In i* kommt die Üidase j> nicht 
vor, wenn Z eine Function von r und y allein ist multipli- 
cirt mit p oder p ~\- n wo it eine Constante bedentet. Ist 
nämlich V eine Function \on z unl 1/ allein sodass man 
dV— Mdx + iV(/ / hat und A = l (/t + p) so ist 

dZ^[n+p] Mdx + {n -\- p] Ndy + Vdp. 
Hieraus erhält man als Gleieh\ing ftli' die gesuchte Ourve 

oder [n-}-p]Ndx = dV^Mdx-\- Ndy. 

Folgeinng VI. 27. In den Fällen also, wo Z gleich 
V [n + p) und V eine Function von x nnd y allein ist, er- 
hält man keine Differentialgleichung zweiter Ordnung, weil 
dp in ihr nicht vorkommt. Aber man kommt nicht einmal 
zn einer Differentialgleichung erster Ordnung, sondern zu 
einer algebraischen Gleichung. Denn Aa, pdx = dy ist, ao 
ist [n -|- p) Ndx = nNdx -}- Ndy, und setzt man dies gleich 
Mdx -|- Ndy, so erhält man eine durch dx fheilbare Gleichung, 
nämlich wiV"= -M", welche sogar algebraisch ist, wenn T~ eine 
algebraische Fnnetion war. 

Folgerung VII. 28. So oft dies eintritt, hat die 
Formel des Maximums oder Minimums fZdx die Gestalt 
,/■( Vn dx + Vdy) oder, wenn man ra = setzt, fVdy Solche 
Formeln des Maximums oder Minimums führen also auch zu 
einer bestimmten Gleichung für die gesuchte Curve, sodass 
man nicht einen oder mehrere Punkte vorschreiben darf duich 
welche die Curve hindurchgehen soll. 

Folgerung VIII. 29. Wenn aiso V eine Function von 
3; und y ist, so lässt sich die Formel des Maximums oder 
Minimums ff^dy in derselben Weise wie fVdx behandeln. 
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Denn setzt man dV=Mdx-\-Ndy, so entspricht der 
Formel fVdx die Curvengleichung iV= Ü, dei' WoxmelfVdt/ 
die Gleicliuiig M =^ 0. Hierana ersieht man, dass die Co- 
ordiiiaten x und y mit einander vertausclit werden dürfen. 

Anmerkung I. 30. So erhellt, dass man hei dar Lö- 
sung solcher Pi'ohleme in denen eine furve mit einem Maxi- 
mal- oder Minimilweith dei Purmel JZdu, gesucht wird, 
während Z eine Fnntticn ^on j y und p ist zu einer Diffe- 
rentialgleichung zweitei Oidnimg gelangt ausaer ^enn in Z 
die Grösse p nur m erstei Dimension voil ommt Oft abe 
iäsat diese Diffeiendilgleichung zweitei Ordnun^ ene Inte 
gi'ation zu , w as man bei den einzelnen Fälle nte su 1 en 
muss. 

Allgemein m)ge hemeikt weiden dass de Int g ii on 
gelingt , wenn s m dei Function Z nicht ^ ) 1 ommt un 

also in dem Ufleientale 

lZ=Md H ^ 1 1 -V l dp 

der Werth M verschwindet, sodass dZ gleich ife^"^ NdyfML 
wird, Denn die Gleichung für die gesuchte Ourve lautet ' 

dP 
N T— = 0. MultipUcirt mau sie mit dy, so geht sio 

wegen dy:=pdx über in die Gleichung 7V"c7j/ — pdP^=0, 
welche mit 

Ndy 4- ■P'ip = l^(ip +pdP = dZ 

gleichbedeutend ist, und hieraus folgt durch Integration dio 
Differentialgleichung erster Ordmmg: 

Z->r O^Pp. 
Sucht man also unter allen zu derselben Abacisse gehörenden 
Cui-ven die, in welcher der Werth der Foi-mel fZdsc am 
grössten oder kleinsten ist, und ist Z nur eine Function von 
y und ja, sodass sich dZ = Ndy + Pap ergiebf , dann kann 
man für die gesuchte Oui've sogleich die Differentialgleichung 
erster Ordnung Z -\- C ^ Pp angeben. 

Ist ferner Z eine Function von x und p allein, und 
dZ= Mäx -\- Pdp, während das Glied Ndy verschwindet, 
so ergiebt sich ebenfalls für die Curve eine Differential- 
gleichung erster Ordnung. Denn aus dP = folgt P ^^ O, 
was für die gesuchte Curve iiuv eine DilTerentialgleiehung 
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erster Ordnung eigiebt. Wenn aussordem noch M ver- 
soli'wiiidet und Z eine Fnnetiün ¥0n p allein, also dZ = Pdp 
ist, läsat aich die gefiindene Gleichuiig P^ C umwandebi 
in Pdp = Cdp = dz, woraus durch abormaüge Integration 
Z -\- D = Cp folgt. In diesem Falle aber ergiebt jede der 
beiden Gleichungen P = 6' und Z -\- D ^ Cp, weil Z und 
P FuHctionen von p allein sind, für p einen constanten Werth 
and also eine Gleichung dy = ndx, welche anzeigt, dass 
dem Probleme beliebig gezogene gerade Linien genügen. 
Denn da C in der Gleichung P ^= C eine willkürliche Con- 
stante ist, fällt auch der Werth von p nicht bloss conatant, 
sondern sogai' wiUkflrlich aus, sodass sich jede beliebige 
Gerade ergiebt. Wenn man daher durch zwei gegebene 
Punkte eine Curve ziehen soll, fiir welche /2(&: ein Maxi- 
mum oder Minimum iat, während Z bloss von p abhängt, so 
genfigt die durch die beiden Punkte gezogene gerade Linie. 
Anmerkung II. 31. Schon oben sahen wir, dass bei 
Problemen dieser Art die Coordinaten x und y miteinander 
vertauscht werden und, wenn ea bequem erscheint, die Ordi- 
nate y als Abscisse behandelt werden kann. Dasselbe läsat 
sich aber auch in diesem Falle bekräftigen. Es sei also die 
Curve zu ermitteln, in welcher fZdy ein Maximum oder Mini- 
mum sein soll, während Z eine Function von x, y und p, und 

dZ = Mdx 4- Ndy + Pdp 
ist. Diese Formel läaat sich auf unsere alte zKruekfflhren 
und wird dann fZpdx; dabei ist 

d[Zp) = Mpdz -H Npdy + [Z -h Pp) dp. 
Daher iat der Differentialwertli der vorgelegten Formel 

[Npdx — dZ — Pdp —pdP] nv 
oder 

(— Mdx — 2 Pdp — pdP) nv, 
und die Gleichung für die gesuchte Gurve ist 

= — Mdx — 2 Pdp —pdp 
oder 

= — Mdy — d{Pp^]. 
Sefacu wir nun, um die Ähnlichkeit zn zeigen, weil wir hier 
y als Abscisse beti-achten , dx = rr dy, so ist p = — , 
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dp = — — ^ ^—-p^dTt, und- WBua mau IL = — Pp'- setzt, 

dZ = Mdx + lidy — Pp'^dn = Mdx + Ndy + Hrf/r, 
sodass die Ähnliclikeit der Glieder erhalten bleibt. Deshalb 
ist die Curvengleichung 

= — Mdy + dll; 
eine Gleichung, welche auch hervorgegangen wäre, wenn man 
in der Fonuel fZdy die Ordinate y in die Äbsoisse und 
umgekehrt die Äbsoisse in die Ordinate verwandelt hätte. 
Ist also irgend eine unbestimmte Formel vorgelegt, welche aus 
X, y nad deren Differentialen zusammengesetzt ist, und soll 
diese ein Maximum oder Mlnimnm sein, so darf man jede der 
beiden Coordinaten x und y nach Belieben als Abacisse an- 
sehen und ihr das Maximum oder Minimum anpassen. 

Beispiel I. 32. Unter allen auf dieselbe Abscisse 
bezogenen Gurven soll man die bestimmen, in welcher 



j[Zdx+{Z\dy] 



ein Maximum oder Minimum ist, während Z und \Z\ 
Functionen von x und y bedeuten, so dass 

dZ ^ Mdx -h Ndy, d{Z] = [M]dx + [^]<'-y 
wird. 

Um diBse Formel 

ßZch: + lZ]d,,) 

auf die angenommene Form ZU bringen, setze man dy^pdx. 
Man erhält dann die Formel 



j\z + p[Z]]dx, 



welche zu einem Maximum oder Minimum gemacht werden 
soll. Differentiii-t man also Z -|- [Z\p, so wird das Differential; 
Mdx 4- Ndy 4- [M]pdx -f []S]pdy + [Z]dp. 
Nach der gefundenen Eegel geht hieraus für die ge- 
snchte Curve die Gleichung hervor : 

= [N+[N]p]äx — d{Z] 
^ [N+ {N]p] dx — [M]dx — [N]dy, 
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und diese ergiebt wegen [ZV] pdx = \N] dy nach Division mit 
dx für die gesiicUte Ourve die algebraische oder doch endliche 
Gleiclmng; 

_¥— [Jf] = 
oder iV == [J/]. Wenn also die vorgelogte Formel 



fiZök + [ZW] 



bestimmbar oder das Differential Zdx -\- [Z]dy so beschaffen 
gewesen wäre, dass es die Integration zutäaat, so würde der 
Aufgabe keine Linie genügt haben oder be^er : alle hätten es 
in gleicher Weise gethan. Denn wenn Zdx + [Z] dy iute- 
grahel ist, so hat man von selbst iV= [-M], wie wir an 
anderer Stelle für die bestimmbaten Differentialformeln von 
zwei Veränderlichen bewiesen haben, und daher geht in diesen 
Fällen die identische Gleichung = hervor. Hieraus er- 
kennt man deutlich, dass, wie wir schon oben bemerkten, 
die Formel des Maximums oder Minimums nichtbestimmbar 
sein muss, denn sonst würden alle Cnrven in gleicher Weise 
genügen, 

Beispiel H. 33. Unter allen auf dieselbe Ab- 
scisse bezogenen Curven die zu bestimmen, deren 
Länge sim kleinsten ist, oder in welcher 

jdx y\ +7^^ 

em Minimum ist 

Zumolist ist kUr dass es bei die&ei Autg^be kein Mixi 
mum giebt da man bei festgeh tltenei Äbscis'ie die Lin^e dei 
Linien ms Unendliche veimehien kann D'thei hat nui ein 
Minjmum statt was 3Mi dei elementaien Geometrie bekannt 
ist in Mekhei bewicen wird dass die geiade Linie gegen 
tlbei iUpu andeien Linien mit denselben Endpnnl ten am 
kmzeelen ist Es schien ahei gut dieses Beispiel heizu 
bungen dimit man die Übei ein Stimmung unseiei Methode 
mit Pinei bekannten Wihrheit sieht und itioh dimit man 
die Emiübinng dei beiden I unkte welch mm Aufgaben 
diesei Art hin7ufü,^en muss bessei versteht Es wnd ilso 
wenn man dei ormel I dxVl + /»^ mit dei allgemeinen 
fZdi veröle cht __ 
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jlf = 0, ?/=0, P^— 3^^^= 
VI -\-f- 

folgf. Da luin allgemein fiir die gesuchte Cnrve 

dP __ 

dx 
ist, so wird in diesem Falle dP=^ und dalier 



woraus 
oder 



P = — --= const., 

]/\ + p^ 



p = conat. 



dy = n dx 
entsteht, iiuU hieraus ergiebt sich durch abermalige IntegratiuE ; 

y=a + nx. 
Es ist also nicht uui' klar, dass die gesuchte Linie eine gerade 
ist, sondern anch wegen der beiden willkürliehen Constanten, 
dass es eine beliebig gezogene Gerade ist. Wenn man daher 
durch zwei gegebene Punkte die kürzeste Linie ziehen soll, 
so ist es die gerade. Auf ähnliche Art aber erkennt man, 
dass, wenn die Cnrve gefunden werden soll, in welcher fZdx 
eiu Maximum oder Minimnm sein soll, wo Z eine Function 
von p allein ist, dass dann nur die gerade Linie genügt, wie 
wir schon oben bemerkten. 

Beispiel UI. 34. Unter allen auf dieselbe Äb- 
scisse bezogenen Gurven die zu bestimmen , in welcher 

CdxVT+y^ 



ein Maximum oder Minimum ist. 

Diese Formel entsteht, wenn man bei der Annahme einer 
gleichförmigen Gravitation nach der Linie des schnellsten Falles 
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fragt Tiiid dabei die Al)scissenaxe vevtical annimmt^^). Es 
ist also 



und 


iu wird: 

nun die 

ediQclit 
also 

« eine C 




pdp 


milli 


2 I Vi Vi 

IxVx 
gesuchte Ourvo durch die G 

wild, so ist 

dP ■-= 0, 

P 1 




Da 
ausg 


leielmng 


nnd 


lonstante bedeutet. Hieraus 


ei'giel)t sicli 



y =fi''V^^ 



Dio e &ie ch u ze gt an dass die gesuchte Curve eine Oy- 
eloi le m 1 1 ü zont le Basis ist, deren Spitze im oberen Theile 
der Aic 1 e^t e ne olehe CuiTe lässt sich stets durch zwei 
beliel "• gegelene Ptinlite legen. 

Beispiel IV. 35. Unter allen auf dieselbe Äb- 
scisse bezogenen Curven die zu bestimmen, in wclclier 



Jy^dxn -^x- 



lin Maximum oder Minimum ist. 
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Ist diese Formel vorgelegt, so ist 

1 



ii •/, r= qiy'"' ^dy^X-^'p^ 



V\-^f- 



ii/=: 0, iv= m)/"~'%y 1 -i-^^ 



. y p 



Da also itf := ist, erliält man aogleicli iiaüli § 30 die 
bereits einmal integrirte Gleiehiiiig: 

Z + C =- Fp, 
welche in unserem Falle: 

>i +p^ 

wild. SotzC man die Oonstante « = an geht i -^p''^p'' 
öder ^ = CO hei-vor, und ca o'^dt^'S'' ^'i^ö '^'"■' -A-se senkieehfe 
Gerade. Allgemein aber findet man die Cui-ven, welche Ge- 
. nüge leisten, ans der Gleichung 

?/" + mß"Vr+^« = Ü 






die Cui-ve läsat sich daher durch zwei gegebene Punkte legen. 
Ist n = — -|, sodass 

ein Maximum oder Minimum sein miiss, so muss gleichfalls 
die auf eine horizontale Äxe bezogene Braehislochroue hervor- 
gehen, und es ist für aic 
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eine Gleichung, die mit dei h 
wenn die Coordinaten x und y unte 
Es iät also wie vorher die Cu 
cloide, welche durch Wälzune a f 
entstanden ist, nnd eine solcl 1 nn 
gegebene Pnnkte ziehen. 


h nd d t U d, 
h e tan ht w 1 i. 
11 g nfl t E fy- 
n h ut 1 n ß s 
an 1 li w b 1 bg 


Beispiel V. 36. Unter allen 
gehörenden Curven die zu besti 


zu derselben AbseisBe 
immen, in welcher 


C y^y^ 




J dx^ + dxf- 




ein Maximum oder Minimum ist 


'')■ 


Mittelst der Substitution dy = 
in die gewohnte Gestalt; 


pdx geht diese Formel 







über. Man findet sie bei der Frage naoh dorn EotatiouE- 
körper, welcher in der Richtung seiner Ase in einer Fltissig- 
koit bewegt den geringsten Widerstand erleidet, denn in diesem 

Falle nimmt man den Widerstand als proportional / , ; -t^ 

^-^ — ; an. Es ist also; 
1 -^p^ 

^ _ yp" 

t +^^' 
nnd 

sodass 

wild. Da also J/ = u igt, gelingt allgemein eine Integration, 
und die Gleichung für die gesnchte Onrve ist: 

Z+ 0=l>p 
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oder: 

woran ä man 

«(' +p ^'^i y 

findet. Die Entwiclceliing diesei Gle cl ud" lasst a ch n ebl 
30 anstellen, dass man p eliminiit vzelmeli st es aweck 
massig , die Cooi-diniten a und y be le In ch 1 e^elbe Ve 
ändcrlicbe p atiszudnifken Zunlch t st 

y 2^^ ' 

dann tat man wegen dy ==^pdx nmg'ekehi-t dx = —und 

,T = f^ = ^ + f^- 
J p p ■' p'' 

Wird nnn an Stelle von y der gefundene Werth gesetzt, so 
gebt hervor: 







ans diesen Gleicbnngen kann man mit Hilfe von '. 
die Cui-Fe consti-uiren. 

Beispiel VI. 37. Die Cnrve zu finden, 
die Formet: 


[jogaiithmei 
in welche] 



I fx dccVi -{-p^ 



[Rs ergebt sich die Differentialgleichung: 
yxdp 

welche sich nicht in geschlossen er Form integiiron lässt.] 

BeispielVn. 38, Die Curve mi finden, in welelier 

j{x^ + y'^)"dx Vi +^* 
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,^_., T CT dp 

li'kniig III. 39. WeDn man also unter allen zu 
i-bscisse gehörenden Carven die finden soll, in 

welcher fZdx ein Masimnm oder Minimum ist, während Z 

von X, y und p abhängt iind 

dZ^ Mdx + iV% + Pdp 

ist, so erhält man für die gesuchte Curve die Gleichung 

dx 



N- 



Nun bemerkten wir bei der vorhergehenden Aufgabe , wo a*^J fy 
Z eine Tunction von x uud i/ allein war, daas man (lie l'^% 
Lösung mittelst der gewöhnliehou Methode der Masima uud 
Minima erhalten könne, denn damit fZdx ein Maximum oder 
Minimum ist, niuss es auch Zdx und daher auch Z selbst in 
Beziehung auf x sein, und deshalb ergiebi sieh die Gleichung 
der Cttvve, wenn man das Differential von Z bei constantem 
X gleich Null setzt. Eine ähnliche Methode würde bei dem 
gegenwärtigen Probleme zum Ziele führen, wenn nur in dem 
bei constantem x genommenen Differentiale von Z, nämlich 
Ndy -\- Pdp, die Beziehung zwischen dy und dp bekannt 
wäre, sodass man mit dy dividiren und den endliehen Werth 
ermitteln könnte, welcher gleich Null zu setzen ist. Während 
man nun jene Beziehung zwischen dy und dp, ohne welche 
sich die gewöhnliche Methode der Maxima und Minima nicht 
anwenden läBSt, a priori nicht bestimmen kann, lässt sie sich 
doch a posteriori angebeny weil nämlich für die gesuchte Curve 
die Gleiehuug: ' 

iV— -,— = 
dx 

efundon wurde, erkennt man, dass sie aus der Gleichung 

Wäy -\- Pdp oder N -\- P —f- gleich Null hervorgegangen 

wenn man : 

__ dP __ Pdp 
dx dy 
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oder wegeö dy = p tJx : 

Pdp 

== dP -\ i- 

P 
t hätte. 
Jene Bezieliimg zwiaoheu den DiiTerentisileu dy und dp 
ist daher so beschaffen, dass sie durcli die Gleiohiiug 

pdP + Pdp = 
anagedrttckt wird, welche besagt, dass Pp als constant be- 
trachtet werden soll. Hieraus ergiebt sieh folgende Regel 
zur Lösung von Problemen, bei welchen man nach, der Curve 
mit einem Maximum oder Minimum von fZdx fragt, wo 

dZ = Mdx + -AVf/ + Pdp 
ist: man dilferentiire Z, setze in dem Differentiale Md^ 
■^Ndy-\-Pdp an Stelle von Mdx Null, lasse Ndy unverändei-t 
und sehveibe — pdP statt Pdp; was herauskommt setae man 
gleich Null. Denn auf diese Weise erhält man 

Ndy —pdP^ 0, 
eine Gleiclinng, welche wegen dy^pdx genau in die ge- 
fundene 

N i~= 

dx 

nbei'geht. Man vermisst daher noch eine Methode, welche 
unabhängig ist von der geometrischen Lösrmg und welche 
erkennen lässt, dass bei einer solchen Ermittelung eines Masi- 
muffls oder Minimums an Stelle von Pdp geschrieben werden 
darf —pdP^^) 

Aufgabe VL 40. Wenn Z eine Pimetion von x, 
y, p und q ist, sodass man 

dZ = Mdx + Ndy + Pdp + Qdq 
hat, soll man unter allen zu derselben Abscisse ge- 
hörenden Ciirven die finden, in welcher Jiii^a: ein 
Maximum oder Minimum ist, 

Lösung. Der Werth der Integralfoimeiy^i?« lässt sich 
in die beiden Reihen Zdx + Z'dx -\- ZI' dx -|- ■ - - und Z.dx 
-(- Z,idx -f- Z,„dx -|- . . - entwickeln, deren Summe ein Maxi- 
mum oder Minimum ist, wenn die Differentialwerthe der ein- 
zelnen Glieder, die von der Vermehrung der Ordinate y' um 
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dit '^tflekchen tn lipirnhien ge&ammelt uul gleich Null ge- 
setzt weiden Duicli einpii solchen Zuwachs dei Ordiuate y" 
eileiiPi» abei mu äie Buchataben y p p l q, q eiue 
Andeiung und daher auch nni die Gtiedei m welclien diese 
Buchstaben TOikommeu nämhch Z äx Zäx und Z'dx. Um 
die Ändemngen diesei Ghedei weiche lua dei Veraehiebnug 
des Punktes n nach v liei vorgehen zu finlen hit man sie 
zu differentiiien und eiiialt 

d{Z dz) = ilx{Max +- A ily + P"«// + Q d</), 
d{Zd3] = d%Uldx + N ly + Pdp+ Udq). 
d[Z d%) = d% [Md£ + Ndy -\- P dp -\- Q dq). 
Nun ist weil die Abscisse i dnich lene Veischiebung niclit 
geandeit wud «beiill dd = zu setzen Ffli die flbvigen 
Difieiential«eit] e abei eihtlt man D.ich d« eisten Aufgabe 
dieses Kipitela 



-\-nv dp'= — -r- dq' 



-dx '"^ - ^ d^ 



dy,=r= ü dp,= dq,= + -5. 

Setzt man diese Werthe dev durch nv ausgedrückten Diffe- 
rentiale ein so geht folgender Differentialwerth hervor: 



dx {n - 


ix^ ix^ dx' 


dx' ^ dx'j 


dxit)- 


ife ^ dx' 1 








da: dx' 

weil d^ Q^^ d'^Q ist. Deshalb erhält man für die gesuchte 
Onrve die Gleichung; 

dP_ d'-Q 
dx dx^ 

Was zu finden war. 

Folgerung I. .41. Wenn also in der Formel des Maxi- 
mums oder Minimnms auch noch Differentiale zweiter Ordnung 
vorkommen, oder was dasselbe ist, wenn Z eine Function von 
X, y, p und q ist, sodass man 
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dZ^ Mdx + Ndy + Pdp + Qdq 
hat, so ist die Glolchung für die gesuchte Ciii've: 

^_^ ^^„^ 

äx äx 

man kann sie leicht ans dem Differentiale von Z hiläen. 

Folgernng 11. 42. Wenn q, oder das zweite Differential 
von y, in Q vorkommt, dann enthält d'^ Q Differentiale vierter 
Ordnnng, und von dieser Art ist die Gleiehuag, welche man 
für die Cnrve findet. Die Curve kann daher durch vier ge- 
gebene Punkte gezogen werden. 

Folgerung III. 43, Wenn also Q die Grösse q enl^ 
hält, ist das Prohlem, damit es ein bestimmtes wird, so vor- 
zulegen, daas unter allen durch vier gegebene Punkte ge- 
zogenen Curven diejenige ermittelt werden soll, für welche 
fZdx ein Maximum oder Minimum ist. 

Anmerkung I. 44. Nehmen wir an, dasa y in Q nicht 
enthalten sei, und untersuchen wir, von welcher Ordnung die 
lesultirende Differenüalgleichung ist. Dies tritt ein, wenn die 
vorgelegte Formol dos Maximums oder Wmmami fZqdx ist, 
wo Z eine Function von x, y und p allein bedeutet, sodass 
dZ = Mdz -I- iV% -i- Pdp wird. Hieraus folgt; 

d{Zq) = Mqdx + Nqdy -\- Pqdp + Zdq, 
woraus sich für die gesuchte Curve die Gleichung ergiebt: 

dMdx + dNdy + d Pdp + Nd "'y + Pd^p 
"^ dx-' 

oder 

oder 

0=2 Ndp 4- dM -\- pdN; 

eine Gleichung, welche gleichbedeutend ist mit einer Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung, weil dp = -.—^ darin vor- 
kommt. 
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Wonn man also eine Ciirve wünsclif, in welchQi\f Z q ds; 
ein Masimum oder Minimum sein soll, wähi'end Z eine Function 
von X, y und p und dZ ^ Mdx + Ndy + Pdp ist, so 
erhält man für die gesuciite Curve die Gleichung; 
== dM +■ 2 Ndp + p dN. 

Folgerung IV. 45. Um zu der gefundenen Gleichung 

äx äxr 

zuiucltzukeliifn, so wird sie offenbar allgemein integrabel, 
WPun iV= I» ist, wenn also y m Z nicht vorkommt, denn 
dnich Integration geht hervor; 



Ist auaaei'dem I' == 1} , so gelingt eine zweite Integration, 
durch welche 

Cx + 1> —Q = 'i 
hervorgeht. 

Folgerung V. 46, Ist M= 0, so gelingt gleichfalls 
allgemein eine Integration. Es ist nämlich 

dZ = Ndy + Pdp + Q.dq. 
Multiplicirt man nnn die Gleichung 

dx dx^ 
mit dy oder p dx, wodurch man 

Nd.y—pdP-{-p^^= Ü 
erhält, und addirt da?-u 

dZ — Ndy ~ Pdp — Qdq^-ü, 
so entsteht; 

dZ~-pdP —Pdp +?'^— Qdq^^, 
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Folgerung Vi. 47. Ist M=0 und iV== 0, eo ist 
zunäclist wegen JV"= ü wie oben: 

Nim ist dZ= Pdp -]- Q(^y. Miiltiplicirt mau clalier jene 
Gleichung mit dp oder qdx, -wodin-cli man 

Cdp — Pdp -\- qdQ = 
erliält, imd addirt Pdp -^ Q,dq — dZ ^= 0, so geht hervor: 

Cdp + Qdq + qdQ ~ dZ^^), 
wovon 

Cp + I) -{- Qq~Z='.(s 
das Integral ist. 

Anmerlsung II. 48. Wenn man den Ziisammenliang 
der Gleichnng filr die gesuchte Curve, ftir welche fZdx den 
gi'össteri oder kleinsten Wei'th hat, mit dem Differentiale von 
Z ins Auge faaat, so kann man eine Beziehung zwischen den 
Differentialen dy, dp und dq bestimmen, vermöge deren das 
Differential von Z gleich Nuli gesetzt gerade die Gleichung 
für die gesuchte Onrve ergieht. Es ist näraiich 

dZ = Mdx + Ndy -\- Pdp + Qdq. 
Vergleicht man hiermit die Ourvengleichung : 

dx dx^ 

oder hesser diese Gleichung multiplicirt mit dy = pdx: 

SO erhellt, dass man in dem DilFereutiale von Z an Stelle von 
Mdx Mull schreiben, das Glied Ndy unverändert l^sen, 
^pdP stattPrf^ sehreiben, und an Stelle von Qdq endlich 

p — — setzen muss. Aber da dies a priori nicht klar ist, 

dürfte es vorzuziehen sein, die Form der gefundenen Gleichung 
beizubehalten, die man ja leicht im Gedächtniss behalfen kann. 
"Übrigens ist zu bemerken, dass die hierher gehörenden Auf- 
gaben völlig neu und noch nicht von denen behandelt sind, 
welche sonst über diesen Gegenstand geschrieben haben. 
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^0 t ifl t n ml h le S li ft teil I b lo mel 

des Mix m n s ode M n d um zu 1 et i hteu elctie 

höefetens de e aten D fie eut le le Cüodnatei enthaltpn 
wa en Deal all 1 es s ch veilubne de Beschaftenbp f 

diese P bleme ge zu eriorachen unil besoule z z ^on 
w e d e (.nrven welel e f enuge le sten zu h e Be t mm Dg 
ler Punkte z lissen Zu 1 eaem Zweck soll en g t de 
folgenden Beiap ele h nz zufügen ud > d n e zel en in 
geben, was auv Ei'läutemng beitragen kann. 

Beispiel I. 49. Die Onrve zu finden, in welelier 



f 



y^^_y_ 



ein Maximum oder Minimum ist. 

[Die Lösung naeb § 44 flilirt auf die Differentialgleichung 
zweiter Ordnung: 

= !«(»« + ^)y^^y — 2mnxypdy -\-n{n — l)x'p^dy 
+ mxy^dp -^nx^ypdp.] 
Anmerkung III. 50. Hier kann der Grand angegeben 
werden, warum solche Aufgaben, bei denen 



jZqdx 



ein Maximum oder Minimum sein soll, nur auf Diifereutial- 
gleiohungen zweiter Ordnung führen und daher besser deu 
Aufgaben des vorhergehenden Problems zuzurechnen sind, 
wenn Z eine Function von x, y und p ist. Durch Eoduction 
der Integrale lässt sich nämlich die ¥oimo\JZqdx oder 

J •>' 

auf die Form bringen: 

y +fi 

WO Y und V Functionen von j y und p allem sind welche 
q nicht mehr enthalteu. Da nun Y eine absolute Grdsse ist 
und daher bei der Aufsuchung des Maximums oder Minimums 
gleichgültig bleibt, wird die Touael/^^f/s ein Maximum odei 
Minimum, wenn es /Frf^c wird, sodass solche roimelu/Zgrfj 



Vdx, 
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sich auf das vorhergehende Problem aurück führen lassen ; da- 
her ist es nicht wunderbar, dass man für die Cui'ven, welche 
Genüge leisten, iinr eine Differentialgleichung zweiter Ordnung 
findet. Damit man aber dieei^wähnte Reduction der Formel 
fZqdx oäer fZ dp auf F + ^Ftfe besser versteht, nehmen 
wir an, es sei Y eine Function von x, i/.nnd p nnd 

dY= §tfe + adj/ -\- tdp ^ (^ + ap) dx + tdp. 
Dann ist in Folge der Gleichheit voofZdp und T + JYdx: 

Zdp = (^ -)- ap] dx + rdp + Vdx, 
woraus man schlieast, dasa: 

T, = 7j, V ^ — ß — ap 
sein muss. Dali er wird diese lieduction folgendermaassen 
vorgenommen. Man integrire die Formel ii f^^ bei constantem 
X und j/ ; daa Integral ist eine Faneüon von a: , y und p, 
welche Y heisse. Hieranf differentiire man diese Function Y 
bei constantem p. Dann giebt dies Difi'erential negativ ge- 
nommen Vdx, und V ist eine Function von x, y und p, welche 
q nicht enthält. So oft also eine solche Formel /Z(?^ zu 
einem Maximum oder Minimum gemacht werden soll, und Z 
eine Function von x, y nnd p allein ist, so oft lägst sich die 
Aufgabe, obwohl sie zn dem gegenwärtig behandelten Pro- 
bleme zu gehören scheint, doch sofort auf das vorhergehende 
Problem zurückführen. — 

Beispiel II. 51. Die Curve .<4m zu finden, welche 
mit ihrer Evolute AU und dem Krümmungsradius mR 
an jeder Stelle den kleinsten Kaum ARm, einschlieast. 

Setzt man die Äbseisso AM:= x, die Ordinate Mm = y, 
so ist der Krtlmmun^radius 

die Area ARm aber gleich 

f\ mli ■ dx Y\ ~+W, 
sodass dio Formel: 

l"ll + ?(=}' dx 
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L Minimum sein muäs. Es ist daher 

_ (1 + p 'f 



4(1 



'1 
+ f']p dp _ fl_ 




M= ü, A'z 



^ 4(1 +p')p Q „ _ IL 
? 

wird. Da nun M^= 0, nnd iV = ist, so hat mai 
Folgerung VI, als Gleichung für die gesuchte Cnrvo: 

Z = D + Cp + Qq 



' Opil- 
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Da fornci' dp = adx oder 7 =: — f- ist, so erhält i 
' ' dx 

1 il.as Integral ist ; 



»^-"i;>ÄT 



- hp 



+ t 



Ji+P' 



1 die Conatanten geeignet veiäiiilert , liat man also 



Weil ferner dy ^pdx ist, 



y =Jpdx = px — Jxdp 

da 

öj^j arctg_/J= ?'^^!irct.g/>— ^-Jy^-^ 

ist. Hieraus folgt: 

_ /+(^- ^b ± (L+Zli^^ + [,„,) ,,, tg ^. 

L + ^^ ^ l J ° ^ 

Hiermit sind die Wertlie von x und y ansgediUekt dnrch p 
gefunden, und es kann somit die gesuchte Curve dureh vier 
gegebene Punkte gezogen und eonstruirt werden. Um aber 
die Beschaffenheit der Curve an erkennen, eliminire man arctgjo. 
Es ist: 
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nnd daiei': 



{r-a)x-U 



Da sich aber die Cnrve nieiit ändert, wenn die Coordinaten 
um eine conatante Grösse veiiuelirt oder vermindert werden, 

so ist 





['' 


■"'- -■> i^p^ 


und 


"" 


Uücli a an Stelle von o — a gosetzt wird ; 
b^—a^+2abp 


Ziolil 


; man 


jetzt die Constante Ö" ab, so ist 


und 


daior 








Set/.l 


, man 


den Ciirvonbogen gleich w, ao ist 
dw = dx Vi +j«% 


wüdi 


irc.li d 


ie Gleiclinng 

bdy — adx 
Vhy -ax 


mm 


Vorscliein liomrat. Polglieli ist 






io = 2 Vby ^'ax. 



Da nun by — ax das Vielfacbe einer Abscissc anf einer 
anderen fesfeu Axe ist, welcher immer nocli das Quadrat 
des Bogens entspricht, so erkennt man, dass die gesuchte 
Curve eine Cyoloide ist, welche durch vier gegebene Punkte 
bestimmt wird nnd unter allen durch die vier Punkte ge- 
zogenen Curven mit ihrer Evolute den kleinsten Raum ein- 
Oieser Schlnss wurde deshalb so schwierig, weil 
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die Cycloide der Aufgabe genügt , wenn man irgend eine 
Gerade als Ase annimmt, während die Gleichung für eine 
beliebige Axe ziemlich verwickelt ist. Hätten wir aber a oder 
h gleich Null gesetzt, wodurch die Allgemeinheit der Lösung 
nicht beschränkt worden wäre , so würde die Gleichung für 
die Cycloide sofort hervorgegangen sein.^'') 

Beispiel m. 52. Die Oiirve zu finden, in welcher 

ein Maximum oder Minimum ist, wobei q den Krttm- 
mungsradius und w das Bogenelement der Curve be- 
zeichnet. 

[Lösung nach § 47: 

d.= dpy:z^:±i£Z. 



"Vv 



Beispiel IV. 53. Die Curve zu finden, in welcher 
der Wertii der Formel: 









am kleiaatei 

[Lösung nach § 46: 

P^ ' 1 ?' ' 

eine Diß'erentialgleichung, die sieh in geschlossener Form nicht 
integriren lässt.] 

Beispiel V. 54. Die Ouvvc zu finden, in welcher 
der Werth der Formel 



/ q''dx 

j dl-"-' 



I kleinsten oder gröaaten ist. 
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[Lösung: 

Beispiol VI. 55. Die Curve zu findeü, in welcher 

/xp dx 

ara grösätea oder kleinsten ist. 

[Lösung: eine Differenüalgleichurg vievtev Ordnung; das 
Beispiel soll zeigen, dass die in § 44 — 47 auseinandergesetzten 
Zurückführungen auf Differentialgleiclningen niedrigerer Ord- 
nung nicht immer möglich sind.] 

6. Die Cnrve zu finden, in wolcber 



der Werth von fZdx am grössten oder kleinsten ist. 
wenn Z eine Fnnctiün ist, die Differentiale belie- 
biger Ordnung in sieb scbliosst, sodass man bat: 
dZ=Mdx^Ndy-\-Pdp-^Qdj + Ed)+Sd',-\-Täi-{' 

Löanng. Da die VeraobiebuDg des Panktes n uaeb v 
die vorhergebenden Elemente mehi als die folgenden beem 
flnsst, ■ — denn nur das eine fol^oude Element wiid didnicb 
beeinflusst, wäbrend ihre Wirkung 'iiif die voi bei gehenden 
sich um so weiter erstreckt, je hr'bei die Oidnun» dei voi 




bandenen Differentiale ist — deshalb ist es loitbeilhttt eine 
1 oibergebende Ordinate, etwa ff/i tls oi«fe anzunehmen 'io- 
dass die Änderung, welche von der Hinzufügung des btOek- 
chens nv s-u der Ordinate \ZV» heinihrt, sich nicht über Hh 
hmaus bemerkbar macht; das geschieht wenn die Diffeientnle 
in Z nicht über die sechate Oidmme autsteigen Ii-s genügt 
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aber den Wevth von dZ bis zum Gliede Tdt an erstrecken, 
weil aus der Lösung für diesen Fall leioiit ersohlossen wird, 
wie sie sieh bei der Anwesenheit von beliebig vielen Gliedern 
gestaltet. Da übrigens die vorliegende Aufgabe alie vorher- 
gehenden in sich enthält, so wird man immer dieselbe Lösung 
erhalten, welche Ordinate man auch nm ein unendlich kleines 
Stückehen !!)/ vermehrt. Es sei sS.mAH = x Mn^ Hk = y_ 
Den einzelnen J* unkten der Absoisse S, I, K, L, M, N, 0,... 
entsprechen dann folgende Wer the der Buchstaben ^,j,r,s,(,,.. : 
H: 



K: 






Diese einzelnen Wertbe_ 

i nach V folgende Änderungen, 



Folge der Veracliiebuug 
le sich ans dem ei'sten 



Lehrsatze bei geeigneter Verändenmg der Zeichen ei-giebt 

(?j/ = rf«/' = dy" = 

(^^ = (?jj' = dp" = 

dq ^ dq ^ O dq" = 

dr =^ dr' = dr" = + 



d^' : 






ds" = - 



dx' 



dx' 



df= 



d,l 


= +^- 


dq' 


= ~^?" 


*'= + *? 


dr- 


dx' 


dr' 


--5|? 


"•■'--1? 


dt" 


-+'i£f 


dt' 




*"=-|^l5 


d!' 




dl' 


- + tJ 


•31' = -^- 
dx 
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Da fernor zur Abscisse ÄH ein WevtVi der Foi'mel 

f'/.dx 

oph it welchei duicli die Veiscliiebnng des lunkteb ? nich 
V n cht gelnieit wil to enh] lecten den tolgpnden Elen enten 
der Abaei&ae die \\ eitlio lei F imjl JZ Ir \ Hchc d e (, T 
belle angiebt 

Element Hl Ih KL LM MlS J\0 

pnt'.pieebendei ■tte th Z h Z dt Z h Z di Z dr Z d% 

Um d e Autleiungen zu finden welche ins dei Veischiebuug 
des Punktes n nacb i heivöigehen muss mau die einzelnen 
Werthe differenbiien und an Stelle dei Diffei entitle dy dp 
Iq dl ds dt ind dei darius beigole teten die oben anfte 
gel LI en Äusdi icke mit j ). e n-^etzen M n il It Unn wie 
tol_t 



d[Zd^)=m-dx.^^ 






d{Z:dx)=m-ixi^-^^ 






d[Z'd,)=„.d.{^^ 


4S" 101"' 
dx' '^ dx^ 


■)• 


d{Z"d^]=nvchi^ 


3Ü"' 6«'" 
dx' + dxf 


10 r"\ 

dx- I- 


d[Z"dx)=nr-dxi!^ 


2 0" SÜ" 
dx' ' dx' 


dx" + dx' 


p, , l^y 


F' j_ Q' 


B' S' 



\ dx dx^ dx' dx' dx^ )' 

Da allein die genannten Elemente von der Versehiebung deä 
Punktes n nach v beeinfluast werden, giebt die Summe dieser 
Änderungen den ganzen DiiFerentialwerth, welcter zu der auf 
die ganze Abscisse AZ erstreckten Ponnel gehört. Er ist 
also: 
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-[+ 


iV 










p. 


_pl' 












dx 








+ 


U' 


- 2Q" 


'+Ö"' 








dz' 










u- 


— Sie 


■' + s »" 


-M" 










rfj^' 






+ 


S" 


— 4S' 


•■+liS"' 


— 4 «" + 


Ä 






dx^ 








'f 


— 5 T' 


'+ UT" 


, _ ijy.. 


+ 6 



^_ 5 3" — f l 

Die einzelnen Glieder lassen Bich aber beqiiem und Isurz durcli 
Differentiale ansdiUcken, denn es ist: 

Q'—l Q'" + Q" = f/^ Q"', 

Ä''— 3 _ß"'+ 3 Ä"'— B"=dUi', 

S'' — i S"'+ 6 ^"'— 4 S" + Ä'= ti^iS'', 

y _ 5 T"" ->r 10 r'" — 10 r' + 5 T' — 2" = d^ T, 

Deshalb wird der Differential werft der Fonnel jZdx, welcher 

von dem Stückehen nv herrührt, gleich: 

/ dP"' ä'Q" d^W d'S' d'-T\ 

\ dx d.x'^ dx^ dx* dx' /' 

Hier aber können, weil alle Glieder gleichartig sind, die la- 
dices weg:gelasäen werden, denn der Unterschied zwischen iV 
und JV, dP'" und dP n. s. w. verschwindet. Deshalb erhält 
man für die Formel fZdx den Differentialwerth ; 

/ dP d^Q d'P d'S d''T\ 

\ dx da?- dx' dx" dx' ] ' 

woraus man zugleich für den Fall, dasa in Z höhere Diffe- 
entiale vürkommon, die Form des zugehörigen Differential- 
worthes erschliessen kann. Wenn man daher die Curve sucht, 
welche das grösste oder kleinste fZdx für eine gegebene 
Absciase hat, und wenn sich 

dZ==Mdx + Ndy + Pdp + Qdq+ Rdr + Sds-[-Tdt + ... 
ergiebt, so ist der Differentialwerth der Formel ^'^'^^ gleich 
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^<^^!^. \ 

dx '^ dz^ dx' dx* dx^ '")' 
und Lioraua entateLt füv die gesuchte Ourve die GleichiiDg: 

— iv_— 4-^~ — + ^ — — + 
dx dx^ dx' dx'^ dx'' 

Was KU fiuden war. 

Folgerung I. 57. In der Formel fZdx, wie wir sie 
behandelt haben, enthält die Grösse Z Differentiale fünfter 
Ordnung, wenn nur in dem Differential von Z: 
dZ = Mdx -\- Ndy -Jf i'dp -^ Qdq + Rdr -{• Sds ■^ Tdt 
das Glied Tdt das letzte ist. Da also in 7 noch Differentiale 
fünfter Ordnung yorkommen, leuchtet ein, daas die Differential- 
gleichung für die gesuchte Curve von der zehnten Ordnung ist. 

Folgerung II. 58. Hieraus erkennt man, dasa die Ord- 
nung der Differentialgleichung für die Curve immer das Doppelte 
der Ordnung ist, welche die Formel des Maximums oder Mini- 
mnma hat. Wir aetzen nämlich voraus, dasa in dem Gliede Tdt 
die Grösse T noch enthalten ist, denn sonst würde die Gleichung 
um zwei Stufen henmtergedi-äckt werden, wie man aus § 50 
schliesaen kann. 

Folgerung III. 5!l. Wenn also Z DJEferentiale w-ter 
Ordnung enthält, dann ist die Differentialgleichung für die 
Curve von der Ordnung 2 n, und deshalb enthält sie potentiell 
ebensoviele neue Conatanten in sich. 

Folgernng IV, 60. Damit das Problem zn einem be- 
stiramtfn wird, musa man ebensoviele Punkte vorschreiben, als 
wiUkiiiliche Conatanten vorhanden sind, sodass das Problem, 
wenn es ein bestimmtes sein soll, so ausgesprochen werden 
muis Unter allen Cnrven, welche durch 2 n gegebene Punkte 
gehen, soll man die bestimmen, in welcher fZdx ein Maxi- 
mum oder Minimum iat; wenn nämlich die GrÖsae Z Diffe- 
rentiale »-ter Ordnung in aich enthält. 

Folgerung V. 61. Da n eine ganze Zahl ist, so ist 
die Anzahl der Punkte, durch welche das Problem zu einem 
bestimmten gemacht wird, immer eine gerade. Ea werden 
also 0, 2, 4, 6, 8, . . . Punkte zur Bestimmung des Problems 
erfordert. 

Anmerkung I. Nach der Ordnung der Differentiali- 
tät, bis zu welcher die gefundene Gleichung aufsteigt, oder 

Ostw&ld'E Elussiket. 46. 6 
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nach dev Anzahl der Punkte, durch welelie die Oiirve hin- 
durchgehen soll, lassen sich die Probleme dieser Art bequem 
in Klassen eintheilen. Zur ersten Klasse gehören also die 
Probleme, bei denen ohne weiteres nach der Curve gefragt 
wird, welche für eine gegebene Abscisse den gröästen oder 
kleinsten Werth von fZdx hat; solche Probleme giebt die 
zweite Aufgabe, aber auch die dritte liefert sie in den Fällen, 
welche wir §§ 26 und 37 auseinandergesetzt haben; in ihnen 
giebt nämlich die Lösung eine bestimmte Cui-ve , welche der 
Aufgabe Genüge leistet. Die zweite Klasse umfasst die Pro- 
bleme, deren Lösung zu einer Differentialgleichung zweiter 
Ordnung führt; sie erfordern zwei Punkte zn ihrer Bestimmt- 
heit und müssen so vorgelegt werden daas unter allen Ourven 
welche durch zwei gegebene Paukte gehen die bestimmt weiden 
soll in welcher JZdi am giossten odei kleinsten iit die 
Lesung diesei Piobleme hiben «ii m dei diitten Aufgabe 
gegeben Weitei rechnen zur dntten Klasse die Piobleme, 
welche m dei vieifen Aufgabe behiudelt wuiden bei ihnen 
soll unter allen Curven welche duieh vier gegebene Punkte 
gehen die bestimmt weiden welche d'W gilsste odei kleinste 
fZdx h'it In iihulichei Weise eifordeit die ■vieife Klasse 
zu ihiei Bestimmtheit sech-i Punkte die iunfte acht u s w 
alle diese Klassen haben wii m dei gegenwaitigen Autgabe 
nmfisst Obgleich ^bei die gefundene Gleichung bis zu einei 
so giossen Ordnung dei Diffeienti'ile aufsteigt so lässt sie 
doch oft allgemein eine odoi mehieie Integiatitnen zu einige 
Fälle dieser Art haben wii schon bei den voiheigehenden 
Aufgaben ausemandei gesetzt Deshalb wollen wii zusehen 
in welchen Fällen unsoie allgemeine Gleichung eine odei 
mehreie Integiationon gestittet damit man bei voikommenden 
Beispielen sofort erkennen kann oh sie m diesen Pslllen ent 
halten ?ind oder nicht Solche Falle sind aber hauptsächlich 
die beiden in denen entwedei V ^ odei 31 = \i ist und 
Vfu ihnen hangen noch andeie Fälle ah i^ eiche wii hier ent 
wickeln wollen 

Fall I 63 In dei Foimel dpo Mwimnm'i odei Mini 
mums sei das Glied A^ gleich srdiss 

dZ = Mdr 4- Pclp 4- Qdq + Rd> -i- ^(^ -j- 
Ht Die ( leiihiina fili de Tui^p ist iho 
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„=- 


dx ^ 




d-R , d'S 


Mult 
geht 


iplicirt mar 
hervor ; 

= A- 


i sie mit ete, 


30 wird sie integrabel, 

d'^R d'S 
--d^-^-dx^- 




Fall n. 


64. Es 


sei N 


= und P = 0, sodas 



dZ = Mdx + Qdq + Jtdr -\- Sds + . . . 
ist. Da N verschwindet, gelingt bereits eine Integration, 
nnd man hat für die gesuchte Cnrve die eben gefundene 
Gleichung, welche für P= Jautet: 

dx dx^ dx^ 
Multipücirt man sie mit dx, so lässt sie sich abermals inte- 
griren, und es ist ; 

„ , ^ rf.ß , d'-S d'T , 
= Ax-B+Q^^+^-^^-, + 

Fall ni. 65. Ist N=0, P= 0, Q = 0, sodass man 
dZ = Mdx + Rdr + Sds+ Tdt + . . . 
hat, so folgt aus dem Verschwinden von N und P die zwei- 
mal integririe Gleichung: 

dB , d^S d'^T 
dx (fe* dx/ 
Wird in ihr Q = gesetzt, so ergiebt sich naeh Multiplication 
mit dx die dreimal integrirte Gleichung: 



= \Ax^ —Bx~ 



d^T 



Es ist klar, daas, wenn anoh noch B versehwindet, eine vierto 
Integration statt hat u. a. w. 

Fall IV. GÜ. Es sei M= 0, sodass 
dZ = Ndy + Pdp + Qd^ + Bdr + Sds + . . . 
ist. Als Gleichung für die gesuchte Cnrve ging früher hervor: 
d^R d^ __ 
dx """ dx^- dx^ dx* 
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Multipliciit man sie mit dy:=pdx und addirt: 

dZ — Ndy — Pdp — Qdq — Rdr — Sds - 
so kommt < 



d^Q d'B , d'S 

0=dZ~pdP + p^-p-^+p-^^ 

— Pdp — Qdq — Rdr — Sds — . 
deren Integral man angeben kann, es ist nämlich: 

O^A + Z^Pp+p^~p-^ + p^- 

__B,+, _„.... 

— Ss + . . , 



pdQ—Qdp pd^B — dpdB-hRd^p 

^ rf:c' ■■■' 

wie es weiter geht, wenn in dZ auch die folgenden Diffe- 
rentiale Tdt, üdu, . . . vorkommen, ist von selbst klar. 
Fall V. 67. Es sei M= nnd N= 0, sodass 
dZ = Pdp + Qdq + Rdr + Ä& + - - ■ 
ist. Weil W=^ ist, lässt sicli eine Integration nach Fall I 
ansfüUren, unü es ist: 

dx ax' dx 
Multipliclrt man diese Gleichung mit dp =^ qdx und addirt 
zn ihr 

= — (^Z 4- Pdp + Qf/? + ii</»- + ^rfs 4- 

so geht die integrable Gleichung: 

= Adp — dz -\- qdQ — ^ -~z — 

-h Qdq + Rdr + Sds -\ 



y Google 



Variations-Eechnung. 
hervor, deren Integral ist: 

/-•^ ^ . 

dx 

- Rr ~r -j—- 

dx 
-Ss — . . . 



qä^S—dq dS-\-S d'^ q _ 

Fall VI. 68. Es sei M= 0, iV= 0, P= 0, sodass 

dZ = Qdq + ndr + Sds + Tdi + 

ist. Wegen iV = und P ^ haben nach Fall II zwei Inte- 
grationen statt, lind die Gleichung für die gesuchte Ourve ist: 

dR d^S d^R 
= ^.-8+«--^^ + ^-^ + ...^ 

Multipücirt man sie mit dq = rdx und addirt 

ü = rfZ — Qdq — Rdr — Sds—Tdt — 

so erhält man die von neuem infegrahle Gleichung; 

Ü = Axdq — Bdq + dZ — rdR + r^—r-^ -\- . . . . 

— Rdr— 6'ds— Tdt,—..,, 
deren Integral ist: 

dx 
— Tt + ... 

oder ; 

rd'T — drä T—Td' 
dx' 



-+■ 
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Fall VII, 60. Es sei JM=D, N=(l, P = 0, ö=0, 

dZ = Rdr -\- Sds -\- Tdt -^ . . . 

liefert Fall lU die dieimal 



ist. Wegen iV"=0 und Q- 
integilrte Gleichung: 

Ü = ^Ax" — Bx-^ 0- 



■M + 



dS d^ T 









Wird sie mit dr = sdz multiplicirt, und 

a ^ — dZ + Rdr -1- Sds + Tdt + , 
addirt, so geht die Gleichung hervor: 



Diese ergiebt integrirt: 


^'^ '^ dx '^-" 
-^Sds-Jr Tdt + 

-D—Z+Ss — s^ + ...., 


ii = ^Ax^r — Bxr-\-Cr- 


—Axq +Bq 
+ Ap 


+ Ti-... 



(i r^ ^A{x^r — 2a:q -\- 2}j) — B(xr ~ q) -\- Cr ~ D 
sdT~Tds , 



- Z + Ss 






Anmerkung ll 70. Mittelst diesei- Fälle, deren Zahl 
man noch weiter vormehren könnte, wenn es bequem er- 
scheinen sollte, lassen sich manche Aufgaben ziemlich rasch 
erledigen. Denn wenn ein Pioblem in einem der Fälle ent- 
halten ist, welche an und für sich eine oder mehrere Inte- 
grationen gestatten, so kann man sofort eine Gleichung für 
die Onrve bilden , welche schon ein- oder mehrmai integrirt 
ist und die sich deshalb leichter behandeln lässt. Damit dies 
deutlicher erhelle nnd damit zugleich die Anwendung der 
letzten Aufgabe, bei der in der Formel des Maximums oder 
Minimums Differentiale von höherer als der zweiten Ordnung 
vorkommen, erklärt werde, soll ein Beispiel beigebracht worden. 

Beispiel. 71. Unter allen derselben Abscisse ent- 
sprechenden Cnrven die zu bestimmen, deren Evolute mit 
ihrer Evolute zwischen den Krflmmungsradien der Evolute den 
grössten oder kleinsten Raum e" 
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[Lösung; B.ei derselben Bezeiohnung wie in 5 51.. ist die 
Formel, dea Maxinnuna oder Minimums: 



/^-/-^''-^-K- 



der Fall V findet ataft, sodasä die Differentialgleichung sechster 
Ordnung auf .eine ausserordentlich eomplieirte der vierten Ord- 
nung zurückgeführt werden kann.] 



Wie findet mau unter allen Curven mit einer gemein- 
samen Ei^enscliaft diejenige, welclie eine Eigenschaft 
im liüclisteu oder geringsten Grade besitzt? 

Erklärung I. 1. Eine gemeinsame Eigenschaft ist eine 
Integralformel oder ein unbestimmter Aasdnick, welcher allen 
Ourven, unter denen man die gesuchte bestimmen soll, in 
gleicher Weise zukommt. 

Anmerkung I. 2. Bis jetzt haben wir die absolute 
Metliode der Masima und Minima auseinandergesetzt, bei 
welcher immer unter der Gesammtheit aller zu einer und' der- 
selben Abscisae gehörenden Curven die gesucht wurde, welcher 
eine Eigenschaft im höchsten oder geringsten Grade zukommt. 
Jetzt aber gehen wir weiter zur relativen Methode und lehren, 
wie man eine Curve mit einer Maximal- oder Minimaleigeu- 
sehaft bestimmt, nicht aus der Gesamtütheit aller Cnrven, die 
zu derselben Absoisse gehören, sondern nur aus den immer 
noch unzählig vielen üurveu. welchen eine oder mehrere vor- 
gelegte Eigenschaften gemeinsam sind. 

Zuerst werden wir in diesem Kapitel die zahllosen,, der- 
selben Abscisse entsprechenden Curven betrachten, welche eine 
gewisse Eigenschaft gemeinsam haben, und unter ihnen die- 
jenige ermitteln, in welcher ein beliebiger unbestimmter Aus- 
druck den grössten oder kleinsten Werth annimmt. Von 
Aufgaben dieser Art ist besonders das isoperimetrische 
Problem berühmt, welches am Anfange des Jahrhunderts vor- 
gelegt wurde und bei dem mau nnter allen Curven derselben 
Länge, die zu derselben Abscisse gehören, diejenige bestimmen 
sollte, welche eine Eigenschaft im höchsten oder geringsten 
Grade in sich schÜesst, Später wurde die Aufgabe in dem 
weiteren Sinue aufgefaast, .dass die Bestimmung .nicht bloss 
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unter allen Curven deräelben Länge geschehen sollte, sondern 
unter allen Carmen , die überhaupt irgend eine gemeinsame 
Eigenschaft besitzen, und gerade solche Aufgaben haben wir 
in diesem Kapitel bu behandeln nnternommen. 

Da nnn die Onrve nicht ans der GesammÜieit aller Cnrven 
ansgewähU werden soll, welche derselben Abaeisse entsprechen, 
sondern nur aus denen, immer uoch unendlich vielen, welchen 
eine vorgelegte Eigenschaft in gleicher Weise zukommt, so 
müssen wir vor allem die Eigenschaft selbst betrachten, welche 
wir hier mit dem Namen einer gemeinsamen Eigenschaft be- 
zeichnen. Die gemeinsame Eigenschaft also, zum Beispiel 
die Gleichheit der Bogenlänge, muss auch allen Zwischen- 
punkten zukommen und ist daher eine unbestimmte Function, 
welche nicht durch ein Curveneleroent , sondern durch die 
ganze Gestalt der Ourve bestimmt wird, Deshalb ist diese 
gemeinsame Eigenschaft entweder eine einfache , nichtbe- 
stjmmbare Integral formet oder ein Ausdruck, welcher mehrere 
solche Formeln nmfasst ; sie ist also ganz und gar ebenso be- 
schaffen, wie die Formel oäer der Ausdruck des Maximums 
oder Minimums selbst. Dieselben Verschiedenheiten und Ein- 
thoilnngen also, welche wir vorher bezüglich der Formel des 
Maximums oder Minimums gemacht und behandelt haben, gelten 
auch in gleicher Weise fUr die gemeinsame Eigenschaft. 

Folgerung 1. 3. Ist also eine gemeinsame Eigenschaft B 
vorgelegt, so hat man alle Curven zu betrachten, zu welchen, 
filr dieselbe gegebene Abscisse, derselbe Werth B gehört, 
und anter diesen muss man diejenige bestimmen , welche ein 
Maximum oder Minimum liefert. 

Folgerniig II. 4. Bei den hierher gehörenden Problemen 
müssen also zwei Dinge gegeben sein : die gemeiuhame Eigen- 
schaft B und der Ausdruck des Maximums oder Minimums A 
Sind sie gegeben, so muss unter dien Ourven zu denen für 
dieselbe Abscisse derselbe Weith B geholt diejenige be- 
stimmt werden, welche ein Maximum oder Mmimam liefeit 

Folgernng III. 5. Es giebt aber nicht nur unendlich 
viele Curven, welche für eine gegebene Abscisse dieselbe 
gemeinsame Eigenschaft haben, sondern dies ist auch anf 
unendlich viele Arten möglich Zu emei bebebig ange- 
nommenen Ourve gehört hämlieh ein be9timmtei Weith der 
vorgelegten gemeinsamen Eigenschaft, iusser ihi ibei giebt 
es noch unzählig viele andere Cuiven welche fni dieselbe Ab- 
seisse denselben Werth der gemeinsamen Eigenschaft eigeben. 
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Folgerung IV. 6. Ist also irgend ein niuhtbestimm- 
barer Ausdruck vorgelegt, so giebt es unzählig viele Arten 
von unzählig vielen Curven, sodass jede Art die nnendiich 
vielen Oiirven in sich fasst, welcte fflr dieselbe Abscisse den- 
selben Wei'th des Ausdruckes ergeben. 

Folgerung V. 7. Da es also unendlich viele Arten 
giebt, von denen jede einzelne unzählig viele Cnrven umfasst, 
welchen ein als gemeinsame Eigenschaft voi^gelegter Ausdruck 
in gleicher Weise zukommt, so giebt es in jeder Art eine 
Curve, welche gegenüber den anderen Curven der Art ein 
Maximum oder ein Minimum für den aweiten Ausdruck liefert. 

Folgerung VI. S. Da man also in jeder Art eine 
Curve findet, welche die Eigenschaft des Maximums oder 
Minimums besitzt, so findet man im ganzen unendlich viele 
Curven, welche Genüge leisten, und jede einzelne von ihnen 
besitzt unter allen, die sich derselben gemeinsamen Eigen- 
schaft erfreuen, die Eigenschaft des Maximums oder Minimums. 

Anmerkung II. 9. Das alles wird deutlicher werden, 
wenn wir die gemeinsame Eigenschaft, über die wir bisher 
nur im allgemeinen sprachen, in bestimmter Weise annehmen. 
Es sei also die gemeinsame Eigenschaft die Formel, welche 
die Länge des Cuvvenbogoris' ausdruckt, der Ausdruck des 
Maximums oder Minimums aber sei fZdx, sodass unter allen 
Curven, bei denen zn derselben Abscisse die gleiche Bogen- 
länge gehört, die bestimmt werden soll, in welcher für die- 
selbe A^iaciSueJ'Zdx ein Maximum oder Minimum wird. Es 
ist abei kkr dass es nicht nur unendlich viele Curven giebt, 
welche tili dieselbe Abscisse gleiche Bogenlänge haben, son- 
dern dass dies auch auf unzählig viele Arten geschehen kann. 
Ist nämlich da gemeinsame Abscisse gleich a und wird die 
Bogenlänge c glosser als a angenommen , so kann man nn- 
zahl g viele Linien gerade und krnmme, angeben, deren Länge 
immei gleich < ist, und unter diesen kann man die eine be- 
stimmen in welcher yZife am grössten oder kleinsten isl, 
4n Stelle von c aber können unzählig viele Grössen ange- 
nommen weiden welche nur der Bedingung unterworfen sind, 
dass c giosboi als a ist, und jeder dem o beigelegte Werth 
giebt e ne Cuive mit der Eigenschaft des Maximums oder 
Mininiuu s Fui die unendlich vielen Werthe von e findet 
man aht unendlich viele Curven, welche der Aufgabe ge- 
nüt,en Abel de halb ist die Aufgabe nicht als eine nnbe- 
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stimmte anzusehen, denn die Lösuug, die unzählig viele Cui-ven 
giebt, welolie Genüge leisten, iät so anfznfassen , dass eine 
jede der gefundenen Curven unter allen gleich langen den 
grössien oder kleinsten Werih vonfZt^ar ergiebt 

Kä leuchtet ein, tlass, was hier über gleiche Carven- 
bogen gesagt wnrde, auch für alle anderen Foimeln oder 
nichtbestimmbaren Ansdrflcke gelten muss. Wenn zum Bei- 
spiel nnter allen Cnrven, die für eine gegebene Absciase 
X ^ a- denselben Werth der Formel fYdx ergeben, die ge- 
sucht wird, in welcher /"Zifa ein Maximum oder Minimum ist, 
dann findet man zwar unendlich viele Curven, welche Genüge 
leisten, aber diese unterscheiden sich so von einander, dass 
eine jede anter allen anderen möglichen Cnrven, welche einen 
gemeinsamen Werth von fYdx haben, den grössten oder 
kleinsten Werth der li'ormel J Zdx ergiebt. 

Lehrsatz. 10. Wenn eine Curve unter der Ge- 
sammthoit aller zu derselben Absciase gehörenden 
Curven eine vorgelegte Eigenschaft im höchsten oder 
geringsten Grade besitzt, so hat sie zugleich diese 
Eigenschaft im höchsten oder geringsten Grade unter 
allen Curven, welche mit ihr irgend eine Eigenschaft 
gemeinsam haben. 

Beweis. Der Ausdruck des Maximums oder Minimums 
sei A, die gemeinsame Eigenschaft if; A und B sind dann 
nichtbestimmbare Integralformeln oder zusammengesetzt aus 
mehreren solchen Fonneln. Nehmen wir nun an, die Curve 
sei gefunden, welche unter der Gesammfheit aller zu derselben 
Absciase gehörenden Curven den grössten oder kleinsten Aus- 
druck A liefert, so ergiebt sie aueh einen gewissen Werth 
des Ausdruckes B, und ausser ihr giebt es unzählig viele 
andere Curven, welchen derselbe Werth des Ausdruckes B 
zukommt. Da nun alle diese unzähligen Curven unter der 
Gesammtheit aller Curven enthalten sind, aus denen man die-r 
jenige, für welche der Ausdruck A am grössten oder kleinsten 
ist, herausgefunden hat, so besitzt sie auch unter jenen un- 
zähligen Cnrven, welche die Eigenschaft B gemeinsam haben, 
den grössten oder kleinsten Werth des Ausdruckes A. Was 
zu beweisen war. 

Folgerung I. II, Die absolute Methode ist also auch 
bei der Lösung von Problemen der relativen Methode von 
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Nutzen, denn aie liefert immei' eine Ourve, welche Genüge 
leistet. Aber sie giebt nicht die vollständige Lösung. 

Folgerung 11. 12. Die Curve also, welche unter allen 
den grössten oder kleinsten Auadruck A hat, ist eine der un- 
zählig vielen Curven, welche unter allen mit der gemeinsamen 
Eigenschaft B für denselben Anadruck A den gröasten oder 
kleinsten Werth ergeben. 

Folgerung III. 13. Die Lösung des Problems, unter 
allen Curven mit der gemeinsamen Eigenschaft B die z« finden, 
in welcher A ein Maximum oder Minimum ist, erstreckt sich 
also weiter, als wenn mau absoint unter allen Curven die- 
jenige sucht, in welcher A ein Masiraura oder Minimum ist, 
und jene Lösung enthält diese als besonderen Fall in aicb. 

Aufgabe I. 14. Man soll in ihren Hanptziigen 
die Methode der Lösung von Problemen schildern, 
bei denen unter allen Curven mit einer gemeinsamen 
Eigenschaft diejenige gesucht wird, welcher eine 
vorgelegte Eigenschaft im höchsten oder geringsten 
Grade zukommt. 

Lösung. Jedes Maximum oder Minimum ist so be- 
schaffen, dass sein Werth bei einer unendlich kleinen Ände- 
rung anverändeii bleibt. Wenn daher die Curve az unter 
allen zu derselben Abscisse gehörigen Cnrven, welche die ge- 
meinsame Eigenschaft B besitzen, den grössten oder kleinsten 
Wei-th des Ausdruckes A liefert, so behäU sie denselben 




Werth bei einer unendlich kleinen Ändei-ung, welche die ge- 
meinsame Eigenschaft B nicht stört. Hierzu genügt ea aber 
nicht wie vorher, eine einzige Ordinate, etwa Nn, um ein 
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uuendlich kleines Stück nv zu vermehren, denn da eine solche 
Änderung durch eine einzige Bedingung hestimmt wird, kann 
man dnrch sie nicht bewirken, dass sowohl die gemeinsame 
Eigenschaft B, als auch der Ausdmck A des Maximums oder 
Minimums gleichmässig der Ursprung liehen und der geänderten 
Cttrve zukommt. Man masa deshalb eine Änderung anwenden, 
welche durch zwei Bedingungen bestimmt ist, und das eiTeiciit 
man, indem die beiden Ordinaten Nn und Oo um die un- 
endlich kleinen Stücke nv und ocu vermehrt worden. 

Denkt man sich die Curve auf diese Weise geändert, 
so musB man zuerst bewirken , dass die gemeinsame Eigen- 
schaft der ursprflngliehen und der geänderten Curve in gleichem 
Maasse zukommt, und dann miiss der Ausdruck des Maximums 
oder Minimums für jede von beiden Curven denselben Werth 
annehmen. Das erste leistet man, indem man den Differential- 
werth des Ausdruckes ermittelt, durch welchen die gemein- 
same Eigenschaft dargestellt wird, sofern dieser durch die 
Verschiebung von ti und o nach y und w entstellt, und ihn 
gleich Null setzt. Der zweiten Bedingung aber genügt man, 
indem man ebenso den Differential werth des Ausdruckes sucht, 
welcher ein Maximum oder Minimum werden soll, sofern dieser 
durch dio Verschiebung von n und o nach v und io entsteht, 
und ihn gleich Null setzt. Auf diese Weise erhält man zwei 
Gleichungen, die eine vermöge der gemeinsamen Eigenschaft, 
die andere mittelst des Ausdruckes des Maximums oder Mini- 
mums. Beide haben die Form 

S-nv + T =- 

S and T sind auf die Curve 1 ! h G ( Fl m t 

man aus den beiden Gleichung d h It m 

eine Gleichung für die gesuchte C 
anderen Cnrven mit der gern 
grössten oder kleinsten Wertl d 
Was zu finden war. 

Folgerung I. 15. Die L 
also auch auf die Ermittelung I 

die jetzigen Differential wert he t 
den froher gegebenen dadurch d 
bung zweier Curvenpunkte zu b 1 1 

Folgerung II. 16. Bei i d n; 
zwei solche Differentialwerthe e m tt 
Stttekchen nr und oco entstehen 1 
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Eigenschaft, den anderen |fiir den Äusdraek des Masimums 
oder Minimums. 

Folgemng III. 17. Hat man aber die beiden Diffe- 
rentialweithe gefunden, so sind beide bei jedem Probleme 
gleich Null zu setzen. Hieraus entstehen zwei Gleiehnngen, 
und die Elimination von nv and ow liefert dann eine Glei- 
chung, welche die Beschaifenheit der gesuchten Cnrve aus- 
drückt. 

Folgerung IV. !8. Wenn mithin unter allen derselben 
Abscisse ents prochen den Curven mit der gemeinsamen Eigen- 
schaft B diejenige gesucht wird, in welcher der Ausdruck A 
am gröasten oder kleinsten ist, dann hat man die DifFerential- 
werthe der beiden Ausdrücke A und B, welche durch die 
beiden Stückchen nf und oco entstehen, zu ermitteln und 
gleich Null zu setzen. Eliminirt man aus den beiden Glei- 
chungen nv und ocu, so kommt eine Gleichung für die ge- 
suchte Curve zum Vorschein. 

Folgerung V. 19. Bei, dem angegebenen Verfahren 
werdon die beiden Ausdrücke A und B ganz gleichmäsaig 
behandelt, und es kommt nicht in Betracht, welcher von beiden 
die gemeinsame Eigenschaft und das Maximum oder Mini- 
mum bezeichnet. Hieraus erhellt, dass dieselbe Lösung hervor- 
gehen muss, wenn die Ausdrücke A und B unter einander 
vertauscht werden, 

Folgerung VI. 20. Dieselbe Lösung also hat statt, 
wenn unter allen Cui'ven mit der gemeinsamen Eigenschaft B 
diejenige gesucht wird, in welcher A ein Maximum oder Mini- 
mum ist, oder wenn umgekehrt unter allen Curven mit der 
gemeinsamen Eigenschaft A diejenige gesucht wird, in welcher 
B ein Maximum oder Minimum ist, 

Anmerkung. 21. Dass die beiden Ausdrücke A und 
B, wenn sie auch für sich betrachtet ganz verschiedene Dinge 
bezeichnen, unter einander vertausehbar sind, erhellt auch 
von selbst aus der Beschaffenheit der Lösung. Betraehlen 
wir nämlich die beiden Stückchen nv und ooi, um welche 
die Ordinaten Nn und Oo vermehrt werden, so mltaaen sie 
zuerst so beschaffen sein, dass die gemeinsame Eigenschaft B 
in der ursprünglichen wie in der geänderten Ourvo denselben 
Werth hat, die gemeinsame Eigenschaft B muss eben gleieh- 
mässig den Curven amnopz und amvwpz zukommen. Ebenso 
muss man dann durch dieselben Stückehen nv und o u) be- 
wirken, dass der Ausdruck A, welcher ein Maximum oder 
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Minimum sein soll, fiir die Curve amnopz wie fUr die Cnrve 
amviope denselben Wertti erhält. Die gemeinsame Eigen- 
schaft wie die Natur des Maxirauma oder Minimums fühi'en 
also genau dieaelbe Bedingung in die Rechnung ein, es ist 
daher lilar, daas die beiden gegebenen Ausdrücke, von denen 
der eine die gemeinsame Eigenschaft, der andere die Natur 
des Maximums oder Minimums darstellt, unter sich vertauscht 
werden können, unbeschadet der Lösung. Deshalb genügt es 
bei der Lösung solcher Probleme jene beiden Ausdrücke zu 
kennen, und um die Lösungen durchzuführen braucht man 
nicht KU wissen, welcher von beiden die gemeinsame Eigen- 
schaft oder das Maximum oder Minimum bezeichnet. 

Sucht man zum Beispiel unter allen Curven gleicher 
Länge die, welche die grösste Area umfasst, so findet man 
dieselbe Cnrve, welche hervorgeht, wenn unter allen Curven 
mit gleicher Area die kürzeste oder die von der kleinsten 
Bogenlänge gesucht wird. 

So verhält es sich, wenn die Natur des gesuchten Maxi- 
mums oder Minimums so beschaffen ist, d^s sein Differential- 
werth Null ist. Wir bemerkten aber schon oben, dasa es 
Maxima und Minima von zwei verschiedenen Arten giebt, je 
nachdem der Difforentialwei-th Null oder Unendlich ist. Hier 
aber betrachten wir nur die Maxima und Minima der ersten 
Art, denn bei der relativen Methode kann die zweite Art gar 
nicht statt haben. "Wenn nämlich der Differential werth, welcher 
dem Ausdrucke des Maximums oder Minimums zukommt, un- 
endlich gi'oss gesetzt wird, so findet man aus ihm allein eine 
Gleichung für die Ouive, und deshalb tritt die gemeinsame 
Eigenschaft gar nicht in die Rechnung ein. Wenn also ein 
Maximum oder Minimum dieser Art bei der absoluten Methode 
statt hat, so erfreut sich dieselbe Curve bei der relativen 
Methode derselben Eigenschaft, welche gemeinsame Eigenschaft 
auch hinzugeuommen wird. 

Da mithin bei der Lösung solcher Probleme alles auf die 
Ermittelung der Differential wer the ankommt, welche aus den 
beiden Stucken nv und ow entstehen, wollen wir nunmehr 
eine Methode auaeinandersefaen , solche Difi'erentialwerthc für 
beliebige unbestimmte Ausdrücke durch ein ähnliches Ver- 
fahren zu finden , wie wir es oben benutzten , um die Diffe- 
rentialwerthe zu finden, welche aus einem einzigen Stücke nv 
entstellen . 
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Aufgabe 11. 22. Ist irgend ein nnbestiuimtor Aus- 
druck vorgelegt, welcher aich auf die Abscisse AZ 
beziett, ao soll man seinen Differoutialwerth finden, 
welcher aus der Verschiebung der beiden Curvon- 
punkte n und o nach v und w hervorgeht. 

Lösung. Setzen wir die Abacisse AI^^=x, die Ordi- 
nate li ^= y, so ist : 

. Kk = y' , LI = y", Mm = y'". Nn = y", 
Oo^y' Pp =y' 

Von diesen Oi linaton oilaiden nur zwei n iml ch ^"" und y '', 
eine Verändernng da ihnen die Stftckchen «j und oo) hinzu- 
gefügt werden Es ist also dei DifFeienlialweith der Ordi- 
nate, j/"' gleich fn , dei Ordinate y' gleich oa der übrigen 
Ordinaten gleich Null Hieiau'* eihält mm die Differential- 
werthe der übrigen auf die Curve bezüglichen Grössen p, q, 
r, s, ..., soweit de von den beiden Ordinaten y" und y'' 

abhängen. Da mra Beispiel p = ^— — - ist, so ist der 

Differentialwerth von p gleich Null; ebenso von p' und p". 

Aber da p" = ist, so ist der Differential wo rth von 

ji/" gleich -j-, nndda^>"'=^^ — ^ ist, so ist der Diffe- 
rentialwerth von p"' gleich — -^ — , ferner ist der von 

»'' ffleich — — ; — . Da weiter o = ;— — ist, so ist der 

' . dx ^ dz 

Differentialwerth von q" gleich -7— ^ . von c/'" gleicli -^;- 
^ ° dx- ■' dx^ 

=--^, von 0"' gleich — -=-t- 4- -y-^ ^un q gleich -t-t-. 

dx* ^ ^ dx^ d i ^ ° dx^ 

Ähnlich kann man bei den folgenden Glossen r, s, . . . und 
den daraus abgeleiteten verfahren, und so entsteht folgende 
Tabelle, welche die Differentialwerthi. dei elUi'elnpß Grössen 
^ngiebt : 
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"=+■'"' ^"^^"-^ ^^''= +i^ '^'""^ . -■ ^ 

Man erkennt aus dieser Tabelle, dass in den Differentia]- 
werthen ebensoviele mit oco als mit nv multiplicirte Glieder 
vorkommen, und für beide die Coöfficienten übereinstimmen. 
Der Unterschied besteht darin, dass jedes mit ow multiplicirte 
Glied zu einer Grösse gehört, welche unmittelbar auf diejenige 
folgt, au welcher das ähnliche mit nv multiplicirte Glied ge- 
hört. So findet raan in dem Differentialwerthe von 5"' das 

Glied : - — -r— ^ nnd in dem Differentialwerthe der folgenden 

Grösse y"" das Glied : -— -y-^ ■ In den Differentialwerthe)! 

treten also zwei verschiedene Arten von Gliedern auf, von 
denen die einen nv, die anderen oio enthalten, und es hat 
der Differentialwerth eines jeden unbestimmten Ausdruckes 
die Form: 

?IV I+OM K 

Es ist nun klar dass das eiste Glied ni I dei Difte 
lentialwerth dessellpn iusdiuckes ist welcher entsteht -nenn 
mvn nui d-a Stuckfhen ?n beti achtet und es ist daher nv I 
geiide dei Difleienti.»lweith den -wir beieita flli jeden be 
liebigen Ausdruck bestimmen lehrten sodiss nach den oben 
gegebenen Voischiiften dieses Glied füi ]eden unbestimmten 
Ausdiuck angegeben weiden kann W^ di'* zweite Glied 
00} K betrifft '^o geboren die einzelnen Ghedei in denen 
0(1} voikommt zu Glossen, welche lenen folgen zu denen 
die ähnlichen Gliedei mit nv gehoi™ und dabei lat klar 
dass K dei Wirth ist welchen / in lei unmittelbar voiher 
gehenden Stelle annimmt und dass man ^Iso R = I hat 
Da min nun das Glied nv Z vermöge der oben gegefonen 
Vdschiiffen eimitteln kinn so ist lus ihm auch da>. andeie 
Glied 0(0 A=ö(u / bekiunf Ist al3> V ngend em 
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Tinbeatmunter Auadrnck, und soll der aus den beiden Stücken nv 
und 00) hervorgehende Diffeientialwerth hestimmt werden, so 
setze man den Differentialwertb, welohev aua nv allein hervor- 
geht, gleich nv-I, dann ist der Differentialwerth , welcher 
ans den beiden Stücken nv und ow entsteht, gleich nvi 
+ o(D- 1, nnd läsat sieh daher mit Hilfe der oben gegebenen 
E«geln leicht ermitteln. 2^) 

Folgerung I, 23. Von allen Auadi-iickeu, deren Diffe- 
rentialwerthe wir finden lehrten, wenn sie ans einem Stückchen 
nv entstehen, können wir also jetzt auch die Differentialwerth e 
angeben, welclie aus zwei Stückchen nv und ow hervorgehen. 

Folgerung II. 24. Diese Methode gilt also ebenso für 
die Ermittelnng der Differentialwerthe von Ausdrücken, die 
unabhängig sind von der Grösse der Abseisie AZ als auch 
für solche, welche von dei Lange diesei Abacisse abhangen 

Polgernng III. 2^ &ogai wenn dei vorgelegte Aus 
druck, welcher entweder die gemeinsame Eigenschaft darstellt 
oder ein Masimnm oder Minimum aein soll eine Function von 
zwei oder mehr Integral firmeln ist so llist 'iich der Diöe 
rentialwerth, welctei ins zwei Stückchen nv und oio entsteht 
durch dasselbe Verfahren bestimmen 

Anmerkung. 26 R 1 sahen fiiihor dass dei ai=! e uem 
Stückchen nv ontstehende D ffor utiilweith ugend ojnei 4us 
drnckes immer dieFoimwj di 2 oder itv Tt/chat wo T 
eine endliche Grösse bezeichnet leshalb ift dei aus den beiden 
Stückchen nv und ow entstehende Difleientialwerth desselben 
Ausdruckes gleich ni Tdx + ooi T dx wie wi in dei 
Lösung zeigten. Diene Cestalt Ilsst sich aber auch leicht so 
erach Hessen. Setzt mm o(ü = so musa der aus dem enen 
Stttekchen nv ontstehende Difierentialwerth herauakommeö, 
den zu finden wir oben lehrten ; er wird nv ■ Tdx sein. Setzt 
man aber nv^= und betrachtet bloss das Stückchen ow, so 
findet man in ähnlicher Art wie oben den Differentialwerth, 
er ist aber nicht gleich ow ■ Tdx, weil man näinlich das Stflck- 
chen ow erst an der folgenden StPlle annimmt, musa man 
statt T den vorhergehenden Werth nehmen, aodass der Diffe- 
rentialwerth ow ■ T,dx wird. Werden nun beide Stückehen nv 
und ooi zusammen beti'achtet , so wird der Differentialwei'tli 
gleich 

nvTdx + oia- T,dx 
sein, denn bei der Rechnung beeinflussen sich die Stückchen ni) 

Oetwsia's Kläsaiket. if.. 7 
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und oiu nicht, jedes von beiden liann vielmehr immer für äict 
behandelt werden. 

Um aber diese Bezeich nun gs weise der früher angenommenen 
anzupassen, wollen wir annehmen, V sei irgend ein unbe- 
stimmter Aus druck, welcher für die bestimmte Äbseisse AZ^a 
den Werth A annimmt, und sein aus dem Stückchen nr ent- 
stehender DiiTerentialwerth sei nv-dA, wo dA dasselbe be- 
zeichnet, was Yorher Tdx. Auf die früher gezeigte Art kann 
man aus dem Ausdrucke V den Weiih dA flüden. Hat man 
ihn gefunden, so iät der DiiTerentialwerth , welcher aus den 
beiden Stücken nv und ow entsteht, gleich 

nvdA^otxi-dA, , 
wo d A, dasselbe bezeichnet wie vorher T.dx. 

Obwohl es also für unseren Zweck durchaus nothwendig 
ist, die Differentialwerthe aufzusuchen, welche aus zwei Stück- 
chen entstehen, so lässt sich doch die Lösung der hierher- 
gehörenden Probleme daranf zurückführen, dass sie allein mit 
Hilfe der oben gefundenen Differentialwerthe erledigt wird, 
welche aus einem Stückchen nv hervorgehen, wie bei der 
folgenden Aufgabe bald erhellen wird. 

Aufgabe lU. 27. Man soll unter allen auf die- 
selbe Abscisse AZ bezogenen Curveu, welchen der- 
selbe Werth des unbestimmten Ausdruckes W zu- 
kommt, die bestimmen, in welcher dei Au'.diuck !~ 
ein Maximum oder Minimum ist. 

Lösung. Nehmen wir an, die Cui've az genüge dei 
Forderung, und der Ausdruck W nehme m ihi den be- 
stimmten Werth B an, dann ist die Cnrve az gegenüber allen 
anderen auf dieselbe Ahscisse AZ bezogenen Cuiven, m welchen 
der Ausdruck W denselben Werth erhält, so besehaöen dass 
in ihr der Ausdruck V den grössten oder kleinsten Werth 
annimmt, welcher mit A bezeichnet werde. Um diese Cune 
an finden, sd also die unbestimmte Absciase -il = r de 
entsprechende Ordinate /*' = y und man denke "^ich die 
beiden Ordinaten Nn und Ou um die unendlich kleinen 
Stücke nv und ow vermehit Dann müssen die liifteiential 
werthe von JV und F, welche aus dei Hmzufügung d esei 
beiden Stückchen nv und ou entatehen gleich Null gesefat 
werden, wie wir in Aufgabe I zeigten 

Es sei der Differentialweith des Ausdnicke« T welchei 
durch das eine Stückchen h j entsteht ; ) d i. und dci ent 
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sprechende Differentialwei-th lea andeien 4 ad uckes JJ gle cli 
nv-dB: diese Diffei'entialweithe wird mau m tteht lei tiüher 
gegebenen Vorschriften finden Ivönnen Beliachtet man jetzt 
Bwei Stüclcchen nv und od so ist lei DifferentiaiwertI von 



nvdA-r i i 

und der Difl'erentialwerth des anderen Änsdrnckos W: 

nv-dB -i- oj- dB. . 

Um die gesuchte Curve zu finden, rausa man also 

nvdA + on> ■ dA, = 

und 

nv-dB + oio-dB,=^ 
aiaehen. Man multiplicire beide Gleichungen mit beliebigen 
Grösäen, sodass man erhält; 

ny-adA -|- ow -adA, = 0, 

nv-ßdB + ob}-ßdB,= Ü. 

Um die Stückchen nv und ocu an eliminiren, bestimme mau 

(X uud ß so, dass sie den beiden Gleichungen: 

adA + ßdB = 0, 

adA,+ ßdB,= 

genügen. Da aber adA + ßdB = ist, so ist auch 

a,dA, + ß,dB,^ 0, 
und vergleicht man dies mit 

adA, + ßdB, = 0, 
so findet min dass 

sein mnss -^) Dihei mbssen die Giusseu « unJ ^ Conituiten 
sein und zw\r willkfliliehe Constanten Nimmt min ilic tui 
a und ß willkürliche < onstanf en , so ist die Gleiehuug dei 
(_nivo 

adA + ßdB = 0, 

Dieselbe Gleichung geht hervor, wenn man nach der 

gewöhnliehen Methode nv und oin eliminirt. Denn es ist: 

nr _ dA, _ dB, 

VÖ}~~'dÄ~ dB' 
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Constantoii und setze ihif* Summp £;leicli Null \.ut diese 
Weise erhält man eine Gle clinng fui dio gesuettt Cmve 

Folgerung IV. 31. Wiid untei dei ttea immtheit illei 
derselben Abscisso AZ eutspiectenden Ounen diejenige ge 
äncht, in welcher ein Äusdn ok V den a:rös9ten odei klematen 
Werth erhält, so ergiebt 'iich daf li die &leichang dA = 
wenn dA den Differentialweith des Ausdruckes f" bezeichnet 

Folgerung V. 32. Wenn tbei unfei allen deiselben 
Absciase AZ entsprechenden Cniven weli-hen dei Ausdruck JV 
in gleicher Weise zukommt diejenige gesucht wud für welche 
der Ausdruck V den gröästen odei kleinsten Weith hit so 
findet man dafür die Gleichung 

adA-\- ßdB^ 0. 

Folgerung VI, 33. Es ist also klar, dass die Curve, 
welche unter der Geaammtheit aller Curven das gi'össte oder 
kleinste V hat und deren Gleichung dA = ist, in der 
Gleichung 

adA + ßdB ^ 

enthalten ist, die eine Curve ausdrückt, welche unter allen 
Curven mit der gemeinsamen Eigenschaft W das grösste oder 
kleinste V hat. 

Folgerang VII. 34. In der Gleichung adA + ßdB = (l, 
welche die Lösung liefert, ist eine willktrliehe Constante ent- 
halten, sie muss aber dadurch bestimmt werden, dass der Aus- 
druck W einen gegebenen Werth erhält. 

Folgerung VIII. 35. So kann also das Problem ge- 
löst werden, unter allen au derselben Abscisse AZ gehörenden 
Curven, in welchen der Ausds'uck W denselben gegebenen 
Werth. annimmt, diejenige zu bestimmen, in welcher der Werth 
von V am grössten oder kleinsten ist. 

Folgerung IX. 36. Hieraus erkennt man endlich, dass 
die Lösung des vorgelegten Pi'oblems übereinstimmt mit der 
Lösung des Problems, man solle unter allen derselben Ab- 
seisse AZ entsprechenden Curve diejenige finden, welche das 
grösste oder kleinste aV -\- ß W hat. Obgleich diese Auf- 
gabe zur absoluten Methode gehört, giebt sie doch gerade die 
Gleichung 

adA + ßdB ^0, 

welche wir vorher fanden. 
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Anmerkung I. 37. Hieraus entnimmt man also nicht 
nur eine leichte und bequeme Methode, alle hierher gehörigen 
Änfgaben zn lösen, sondern man dringt auch tiefer in die 
Erkenntniss der Beschaffenheit dieser Probleme ein. Denn 
zuerst wird klar, waa wir schon oben bewiesen, daas die 
Lösung dieselbe ist, sei es, daas man nnter allen Curven mit 
der gemeinsamen Eigenschaft W diejenige anoht, welche das 
grösate oder kleinste V hat, sei es, daas man umgekehrt 
unter allen Curven mit der gemeinsamen Eigenschaft V die- 
jenige verlangt, in welcher W ein Maximum oder Minimum ist. 

Femer sieht man ein , dass die Aufgabe so vorgelegt 
werden kann, dass sie sieh mittelst der absoluten Methode 
der Maxima oder Minima lösen läaat, denn daa vorgelegte 
Problem alimmt mit dem uberein, nnter der Gesammtheit aller 
auf dieselbe Abseisse bezogenen Curven diejenige zu finden, 
in welcher der Anadruek aV-\-ßW ein Maximum oder 
Minimum ist, und diese Umformung dea Problems ist der Grund, 
warum man seine Lösung durch DIfferentialwerthe bewerk- 
atelligen kann, die aus einem Stückchen nv entatehen, und 
warum man nicht weiter zwei solche Stttekchen braucht, wie 
es beim ersten Anblicke die Natur der Frage zu erfordern 
schien. Diese Übereinstimmung werden wir aber späterhin 
direkt und ohne jene Methode, bei welcher zwei Stückchen 
betrachtet werden, beweisen, wodurch die eben erkannte, 
tiberaua wichtige Wahrheit noch mehr bekräftigt werden wird. 

Um Aufgaben der betrachteten Ai't zn lösen , musa man 
Übrigens die früher gegebenen Vorschriften vor Augen haben, 
mit deren Hülfe man bei jeder gegebenen Aufgabe den Diffe- 
rentialwerth dea Ausdruckes dea Maximums oder Minimums 
und der gemeinsamen Eigenschaft ermitteln kann. Hat man 
aber beide gefunden, ao kann man die Gleichung für die 
Cni-ve sofort bilden, wozu nur nöthig ist, dass man die Summe 
beliebiger Vielfachen der beiden DIfferentialwerthe gleich Null 
setzt. 

Anmerkung H. 38. Wir haben schon bemerkt, dass 
die Gleichung 

adA + ßdB = 0, 

welche durch die Lösung unmittelbar s'^fffiben wird, eine 
constante Grösse enth'ilt die ibei nicht willkuilich wt 
sondern aua der vorgelegten Bedingung bestimmt mid Da 
nämlich allen Curven, untei denen du _eauclite zu 1 
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iat, derselbe Wei'th von W zukommen, oder dieser Ausdruck 
in allen Curven denselben Werth , etwa B , annehmen soll, 
so läsät äich die Grösse B als gegeben ansehen, und da sie 
aelbst in die Rechnung nicht eintritt, so sind die Conatanten 
a und ß so zu bestimmen, dass der Werth des Ausdruckes W, 
welcher zu der Abscisse AZ := a gehört, gleich B wird. 

Hierdui'ch wird die sonst unbestimmte Aufgabe zu einer 
bestimmten gemacht, wenigstens dann, wenn man die durch 
die spätere Integration einti'etenden neuen Constanten durch 
eben so viele Punkte bestimmt. Genau wie früher können 
nämlich so viele Punkte vorgeschrieben werden, durch welche 
die gesuchte Curve hindurchgehen soll, als neue Constanten 
durch Integrationen eintreten. Die Zahl derselben wird aber 
bekannt durch die höchste Ordnung der DiiFerentiaie , welche 
in der Gleichung vorkommen, Da sich aber die ganze Auf- 
gabe auf die absolute Methode zurückführen lässt, so ist die 
Zahl dieser Constanten beständig gerade^ oder die reanltirende 
Gleichung 

adA + ßdB 
ist entweder endlich oder eine Differentialgleichung zweiter 
Ordnung oder eine der vierten, sechsten, achten Ordnung ii. s. w, 

Ist die Gleichung 

adA + ßdB = 
endlich, dann ist die Curve vollständig bestimmt, sobald das 
Verhäitniss von a und ß so angenommen wird, dasa dar Aus- 
druck W in der gefundenen Curve den gegebenen Werth B 
annimmt, was sich immer durchführen läast. 

Findet man eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, 
so ist die gefundene Curve durch zwei Punkte bestimmt; es 
iat aber tlblieh die Endpunkte a and z der Curve vorzu- 
schreiben, und in diesen Fällen wird das Problem zu einem 
bestimmten, wenn man die Bedingung hinzufflgt, dass die ge- 
suchte Curve sieh von a bis z erstreckt. 

Geht eine Differentialgleichung vierter Ordnung hervor, 
ao wird die Curve, welche Genttge leistet, durch vier beliebig 
angenommene Punkte bestimmt, und es wird passend sein .sie 
so zn definiren, dass ausser den Endpunkten a und z auch 
die Lage der Tangenten in den Bndpunkten vorgeschrieben 
wird. 

Gelangt man zn einer Differentialgleichung sechsten Grades, 
so wird die Curve durch sechs beliebige Punkte bestimmt ; an 
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ihiei Stelle konueu abei anch voigosriiiiehen »eiden die beiden 
Endpnnkte a und :i, die Lage dei Tangenten in diesen End- 
punkten nnd die Knlnimung an diesen Sfellen odei die Groisp 
des Kiumranng^iadiii'i 

Nacli diesen ßemeikungen eiLennt man au-, doi Losung 
selbsi welelie Bedinpriingen man beim Stellen doi Aufgabe 
hmzufOgen ranss damit sie vollständig bestimmt wiid nnd 
diese Ermneiniig gilt nicht bloss hiei, sondern auch dbeihaupt 
hol dei ab6olufen und doi relafnun Methode, 

Beispiel L 40. Unter allen auf die Absciase AZ 
bezogenen Curven, bei denen die Formel 



(^oiMnm^ rz) lyxdx 



denselben Werth annimmt, die zu finden, in weluher 
der Wei-th der Formel 

f otA£ii .1^ :i) \ ■f dx 
am kleinsten ist. 

[Lösung: u.x + %ßy = 0,] 

Beispiel 11. 41. Unter allen Curven derselben 
Länge, welche die Punkte a und ä verbinden, die zu 
finden, weJche die grösste oder kleinste Area aA7.z 
nmfasst. 

Da die gemeinsame Eigenschaft die Bogenlänge 

ist, 50 ist deren Difierentialwerth : 

Penjer ist die Formel des Maximums oder iMinimums : 



Jydx, 



und ibr Difl?erentialwertli 
Dater hat man für die gesuchte Curve die Gloiehung; 
di: = td-- 



VI +p* 
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falgt. 

»""■ S'=(!/-/i' + (» + «)■; 

das ist die allgemeine Gleicliiing eines Kreises. Legt man 
daher durch die Punkte a und z irgend einen Kreisbogen, so 
schÜesat er unter allen anderen Gurven gleiehei' Länge die 
grösste oder kleinste Area aAZz ein. Auf doppelte Art 
aber lassen sich die Punkte a und z durch einen Kreisbogen 
gegebener Länge verbinden, da er der Ase AZ sowohl 
die concave wie die convexe Seite znkehren kann. Es ist 
klar, dass die Area im ersten Falle ein Maximum, im zweiten 
ein Minimnm ist. Wenn daher die Endpunkte a und s und 
die Länge der Cui"ve zwischen ihnen gegeben werden, welch' 
letztere grösser sein muss als die Verbin düng astr ecke der 
beiden Punkte, so ist die Lösung vollständig bestimmt, denn 
es kann nur ein einziger Kreisbogen dieser Länge durch die 
beiden Punkte gelegt werden, der, je nachdem er die concave 
oder die convexe Seite der Axe AZ zukehrt, die gi'össte 
oder kleinste Area bildet. 

Folgerung. 42. Hier 
a z zwischen a und z nicht 
nurdiegi'össteArea«^2s 
unter allen anderen Linien 
derselben Länge liefert, 
sondern, dass auch, wenn 
man irgend eine Linie 
aCEDz giebt, welche 
h z gezogen ist. 



erhellt, dass der Kreisbogei 



der 



mit 



ihr die grösste Area ein- 
sehliesst. Denn ist die 
Area aAZz die gi-Öaste, 
so ist es auch die Area 

aAZz — aA<J — 
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weil die FJäclien aAC, zZD, CHD eonstant sind, welche 
Vorbindungslinie zwischen a i\nd z man anch nimmt. 

Beispiel III. 43. Unter allen Curven derselben 
Lange, welche die Punkte A und M verbinden, die 
zu ermitteln, welche mit den nach einemfeaten Punlct 
C gezogenen Geraden AC und MG die grösate oder 
lileinste Area ACM einschlieasen. 

[Lösnng: Die Curve iät ein Kreisbogen, was schon aus 
§ 42 folgt.] 

Beispiel IV. 44. Unter allen Curven, welche a 
nnd 3 verbindemind, um die Ase ^iZ gedreht, Körper 
derselben Oberfläche liefern, soll man die bestimmen, 
für welche gleichzeitig dieser Rotationskörper das 
grösste Volumen hat. 

Die Oberfläche des so erzeugten Körpers ist proportional 
der Integralforme! : 

deren Differentiaiwertl» 

L "■ dx yi _]_p^J 

ist, das Volumen des so erzeugten Körpers aber ist pro- 
portional dem AusdiTicke 

dessen DifFerentialwerth 

nv • dx ■ 2y 
ist. Daher ergiebt sich die Gleichung: 

lydx =bdx yV+~p- — J>d - -^--^~ 

Miiltiplicirt raan sie mit p, so geht hervor; 

ty dy = b dy Vi -\- p'' — hpd - 



Vl+i?' 
wovon das Integral ist; 
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by = [y^ — bc) V\ - 



folglich : 



y ö= y^ — [y^ - 



Über fliese Gleichung iat zuerst zu bemerlten, dass ftii'.e = 
erhalten wird: 

daher ist die Curve ein Kreis, dessen Mittelpunkt auf der 
Äxe AZ liegt. Besehreibt man also einen Kreisbogen, dessen 
Mittelpunkt auf der Axe ÄZ liegt und welcher durch die 
Pnnkte a und z hindui'chgeht , so genügt man der Aufgabe; 
es giebt aber nur einen aolchen Kreis, und er liefert einen 
Körper von bestimmter Oberfläche. Wenn man daher unter 
allen Curven, welche Körper einer anderen, davon vei'Schie- 
denen Oberfläche erzeugen, diejenige sucht, welche das grösste 
Volumen hervorbringt, ist sie kein Kreis, sondern eine andere 
Curve, welche der Gleichung; 

d:.= it~bc)chj ^_^ 
Vö^y'~{i/^—bi)^ 

genügt. Denn man kann vfimogc dei beiden Conatanten b 
und c nicht nur bewirken da&s die Curve durch die vor- 
geschriebenen Punkte a und ^ hindnichgelit , sondern auch, 
d^s die Oberfläche des Köipeis emo voi geschriebene Grösse 
hat. Übrigens wird die Lange dn Cune wegen 



J.,.y> +„>_[- 



bydx 
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''y<iy . 

y b'^y^ — [y^— bcf'' 

dieses Integral liängt von der Quadratur des Kreises ab und ist 

= i ft aic cos — ■ — ■ \- const. 

Setzt man i = co, so entstellt ein eigenthümlichcr Fall, denn 
es geht die Gleiehung Lervor: 

welche eine Kettenlinie darstellt, die ihre convese Seite der 
Axe AZ znkehrt.3') 

Beispiel V. 45. Unter allen Onrven, welche die 
gleiche Area aAZz umfassen, soll man die finden, 
welche bei der Kotation um die Axe AZ den Körper 
kleinster Oberfläche ergiebt. 

Da die geraeinsame Eigenschaft die Area 

Jyä. 

ist, so ist deren Difl'erentialwerth 



Ferner ist die Formel, welche ein Maxlnmm i 
und ihr Differential werth: 

araiis für die gesuchte Curve die Gleichung 
ndx = dx Vi -\-p^ — d 



-¥ 



e mit p I 
!/ + 6 = 



entsteht. IVIultiplicirt man sie mit p und integi 
hält man: 
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'' »y + 4- 


y ^^' 


— (»? + *)■ dy 


ilx~ ^ 


ny + b dx 
[nij + h] dy 



Hierana erhellt, dasä fflr 5^0 die Curve in die Gerade 
übergeht, welche die Punkte a und ä verbindet. Ist ferner 
n := 0, ao hat man 

Vf — b^ 

Tind erhält eine Ketten lini e , welche der Äxe AZ ihre eon- 
vexe Seite zukehrt. lat aber « = — 1, so ist 

V'lby — h^ 
woraus diu-ch Integration entsteht : 



Das ist eine algebraische Cnrve, dereu Gleichung in rationaler 
Form lautet: 

U[x-o)'=['H-yY{1y^l); 
sie ist also eine Curve dritter Ordnung und gehört zur Art 68 
von Newfon^i). 

Beispiel VI. 46. Unter allen Curven az derselben 
Länge diejenige zu bestimmen, welche bei der Drehung 
um die Axe AZ das grösste Volumen erzeugt. 

Man sucht also unter allen Cnrven mit der gemeinsamen 
Eigenschaft 

Jdx yrT7 

diejenige, iu welcher 

jy'' dx 
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ein Maximum ist. Da nun der Diffei-eiitialwerth dev Formel 
fax V\. +;>' gleich 

ÜEi' Differentialwerth der Foi-mel J y'' da: aber gleich 

Inv ■ y dx 
ist, so hat mau ffli" die gesuchte Ciii've die Glelchuug : 
2y dx ^= dr J>^ d - ,^..^^ - . 

Vi +p' 

Multiplicirt mau sie mit p iiud integrirt, ao kommt: 



"+^-^ 




Tä'^fe' + So)' 


dy 


r {f- + lc)dy 


dx 



wird. Diese Cui've hat die Eigenscliaft, (iass ihr Krümmiiugs- 
radius, welcher allgemein gleich 

fix d P ^ 

1^1 +/ ■ 

ist, gleich — — ist, d. h. umgekehrt proportional der Abscisse, 

woraus erhellt, dass die gesuchte Curve die elastische 3^) ist. 
Mau kann aber mittelst der willkürlichen Conatanten b und c 
nicht nur bewirken, dass die Curve durch die gegebenen End- 
punkte a nnd z hindurchgeht, sondern anch, dasa der Bogen 
zwisclien den Endpunkten gegebene Grösse hat. Wird c=0, 
so entstellt die rechtwinklige elastische CniTe. Übrigens lässt 
sich die Construetion niemals dui'ch die Quadratur des Kreises 
oder der Hyperbel erledigen, ausser wenn h und c unendlich 
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sind — in diesem Falle ist die Linie az gerade ■ — oder 
wenn h ^:= c ist. Denn in diesem Falle ist 

oder wenn h^ negativ genommen wird: 

J yV2b^—y^ JyV2b^-y' 



und wenn man die Integration durch Logarithmen ausführt, 

wird: 

a^^ — yaö^ — 4/^ -i = l- Jl-L..-.- -J— . 

Die Länge der Curve aber, welche allgemein gleich 



h 



ist, wird dann gleich: 



y2 y 

Beispiel VII. 47. Die Cuive zu finden, welcte 
unter allen anderen derselben Länge um die Axe^lZ 
gedreht einen Körper mit grösster oder kleinster 
Oberfläche erzengt. 

Da die gemeinsame Eigenschaft 



Jdx y 1 + P* 



ist, dessen Differentialwerth 

ist, der Differentialwerth der Formel des Maximums oder 
Minimums 

Jy dx ^/TTJ^ 

aber gleich 

nv\dx )/r+ j? — d -^MJLJ\ 
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ist, so liat m 

hd ^— . , , .. _ 

Vi -\-f' Vi - 

Wölche mit p mnltiplieirt und integrivt 



I für die gesuchte Onrve die Gleiehung: 

= dx }/\.-\-f — d - 



ergiebt. Hieraus wivd ; 
and 






.ZiL+lLl 



dx = 



V[b + yY - c' 
ist. Daä ist die allgemeine Gleichung einer Kettenlinie, 
vorausgeaetat , dass die Axe zu der aufgehängten Kette eine 
horizontale Lage hat. Es kann nun geaehelien, dass die 
CaiTG der Axe AZ entweder die convexe oder die concave 
Seite znkehrt, und im ersten Falle ist die Oberfläche des 
Körpers am kleinsten, im zweiten am gröasten.^^j 

Beispiel VIII. ' 48. Unter allen Ourven, welche 
durch die Punktet und 
Cgehen und die gleiche 
Area ABC einschlies- 
Ben,dieJ6nigezu finden, 
welche in einerFlltasig- 
keitinderEichtungfi^ 
bewegt den geringsten 
Widerstand erleidet. 

[Lösung die algebra- 
ische Curve: 




bp^iß+p^ 



' [1+pr ' " 
deren Gestalt die umstehende Figur 



/+ 



(1 +?') 
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Beispiel IX. 49. Unter allen GnvvenAM. welche 
die gleiche Area .APitf einschliessen, diejenige an fin- 
den, welche so beschaffen ist, dass, wenn immer vom 
Mittelpunkte des 



Schmiegungskreises 
auf die Verlängerung 
der Ordinate MP das 
LothOiVgefäUtwird, 
diöYon den Punkten iV 
gebildete Curve die 
kleinste Area APN 
einsohlieast. 

Setzt man die Ab- 
scisse^P = ^, die Or- 
dinate PM= y, so ist 
die Area APM gleich 








\\ 


fyä.: 




Xt? 


das ist die gemeinsame 
Eigenschaft, nnd ihr 
Differentialwerth ist 


„/ 


/ 


nv ■ dx. 




\ 


Da ferner der Krüm- 
mungsradius MO / 
gleich / 






^^t / 




\ 


ist, so »ii-a ,1^^ 




— -H 


und 


^% 


\ 


\ 


Daher wird die Area ^PiV gleicl 




-/,..- 


-/- 


5 


Sie soll ein Maximum sein 


Da 


hr Differentialwerth gleich 
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ist, so entsteht die Gleiehung: 






n dx^ = dxd - 



ii_±^ 



welche integrirt: 



ergiebt. Multiplicirt man aber dieselbe Gleicliiiiig mit p, 
kommt: 



wovon diis Integral ist: 

ny dx ^ cdx — - — ■ h P d - 



Durch Verbindung der beiden Gleichungen entsteht. 



nydx = bdi/ — cdx -\ dy -\ ■ i 



Setzt 


man 


ns: — h 


= nt, ny 






dp 


so ist 


dy^ 


du, dx 


= dt, und es 


wird 






oder 


2dt' 


Idf^+Idu' 
"''^P tdu^udt 

< + 1dtdu^ = ntdud'- 


= n 


d't 
dt 


dtd'u. 


wenn 


dt als eonstant 


angenommen wird. 


Es 


sei 


dann 


ist: 




U=r. si. 









du = sdt + ids, 
d'^u r= td^s + Idtds. 
Durch Substitution dieser Grössen entsteht die Gleichung: 
1[\_^s^)dt'^-^i^stdP'ds-\-1[\—n]t}dtds'^-=nt^dsd'~-s. 
Setzt man jetzt: 
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30 ist 




. = J"\ 






und 




,U=.el"" -rä. 






fP. 


f— = 


J""{,-iU + dr.h 


+ > 


■'di 


also 


d-s 


=^ — - dr d/i — rds 






Mithin kommt schliesälich die Gleichung zum V 


ovscl 


2(1+^^) 


r',U + i. 


sj'ä(?s4-2(l— «)j-rfÄ = 


= — 


»dr 


oder 











-njrds + in7-Uls -i-2r-'dii + ir'-'s-d.'i = 0. 



dann ist : 

nd'o 



dr + r^dv = 



Diese Gleichung aber lässt sich integriren, wenn 

» = 2i(.--l) 
ist, wobei i eine ganze Zah! bezeichnet. Ist z. B, k = 4, 
so ist 

woraus sieh i-iickwärts die Constrnction ei-ledigen lässt. 

Beispiel X. 50. Unter allen Curven, in welchen 



fxTdx 
alt, 
Jy Tdx 



denselben Werth erhält, soll man diejenige finden, 
in welcher 
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ein Maximum oder Minimum iat, wobei T eine Function 
von ^ allein bezeichnet, sodass dT = Pdp ist. 

Beispiel XI. 51. Die Cnrve an bestimmen, welche 
gegenüber allen anderen Curven Ewiacheii denselben 
Endpunkten, zu denen derselbe Werth von 

j xdx yi + p'^ 

gehört, das grössfe 

I y dx Vi -{- p^ 
besitzt. 



Wie findet mau unter alleu Curven mit uielirereu gc- 
meiusameß Eigenschai'tea diejenige, welclie eine Eigen- 
schaft iin höchsten oder geringsten tfrade hesitzt? 



aA + ßB 
unter der Gesamrotheit aller Curven ein Maximum oder 
Minimum hat, ist zugleich so beschaffen, dass sie unter 
allen Curven, welche dieselbe Eigenschaft A besitzen, 
den grCssten oder kleinatenWerth der Formel 5 liefert. 
Beweis. Nehmen wir an, es sei die Curve gefunden, 
in welcher, gegenüber allen anderen derselben Abseisse ent- 
sprechenden Curven, der Ausdruck aA + ßB am grössten 
ist; denn was man vom Maximum beweist, gilt auch bei ge- 
eigneter Veränderung vom Minimum. Es bezeichnen aber die 
Buchstaben A und B hier solche unbestimmte Formeln oder 
Ausdrücke, wie sie bei Aufgaben über Masima und Minima 
auftreten können, und a und ß sind willkürliche Coastanten. 
Bezeichnen wir nun die Curve, in welcher (xA -\- ßB am 
grössten ist, mit Q, nm sie leicht und ohne mühevolle Be- 
sehreibung mit Worten angeben zu können, und denken uns 
"rgend eine andere derselben Abscisse entsprechende Curve R, 
welcher A denselben Werth wie in Q annimmt, so hat 
der Curve It der Ausdruck aA-^-ßB einen kleineren 
Werth als in Q, weil er in Q seinen grössten Werth erlangt. 
Da also der Ausdruck A in den Curven und R i 
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Wei'tli annimmt, uad in Ö der Ausdruck aA -\- ßB grösser 
ist, als in ü, so folgt, dasa der Werth des Ausdruckes £ in 
der Cni've Q grösser sein muss, als in der Cni-ve M. Da 
nun R irgend eine Curre bezeichnet, au ■welcher derselbe 
Werth von A wie zu Q gehört, so ist klar, dass die Curve 
ö unter allen Curven M den grössten Werth der Formel B 
ergiebt. 

Somit muas die Curve, welche unter der Gesammtheit 
aller Gurven den grössten Werth des Ausdmckes aA-\-ßB 
liefert, zugleich so beschaffen sein, dass sie gegenüber allen 
anderen Cnrven, welche mit ihr die Eigenschaft A geraeinsam 
haben, den gi'össten oder kleinsten Werth des Ausdruckes B 
besitzt; denn obgleich dieser Beweis sich nur aufs Masimum 
bezog, so lässt er sich doch, bei Vertauschung der Worte, 
sofort aufs Minimum llbertragen. Was zu beweisen war. 

Folgerung I, 2. Umgekehrt sieht man ein, dass, wenn 
die Curve ermittelt werden soll, die unter allen Gurven mit 
der gemeinaamep Eigenschaft A ein Maximum oder Minimum 
des Ausdrackes B besitzt, der Aufgabe genügt wird, wenn 
man absolut unter allen Curven diejenige aufsucht, in welcher 
aA -{- ßB ein Maximum oder Minimum ist. 

Folgerung II. 3. Bei der Lösung solcher Probleme 
treten also zwei neue wilikiirliehe Constanten a und ß auf, 
welche in den Ausdrücken A und B selbst nicht vorkamen; 
sie sind aber nur einer Constanten gleichwerthig , weil biosa 
ihr Verhältniss in Keehnung kommt. 

Folgerung III. 4. Wenn man also unter allen Gurven 
mit der gemeinsamen Eigenschaft A diejenige bestimmen soll, 
in welcher B ein Maximum oder Minimum ist, so muss man 
von beiden Ausdrücken ^ und 5 die Differentialwerthe 
nehmen, jeden für sich mit einer willkürlichen Constante 
multipliciren und die Summe gleich Null setzen. So erhält 
man eine Gleichung fttr die gesuchte CuiTe. 

Folgerung IV. 5. Zugleich leuchtet ein, dass man auf 
dieselbe Weise zu verfahren hat, sei es, dass unter allen 
Curven mit der gemeinsamen Eigenschaft A diejenige gesucht 
wird, ffir welche B ein Maximum oder Minimum ist, sei es, 
dass unter allen Curven mit der gemeinsamen Eigenschaft B 
diejenige gesucht wird, für welche A ein Maximum oder 
Minimum ist. 

Anmerkung. 6. Was wir in dem Lehrsätze und den 
beigefügten Folgerungen zeigten, ist aus dem vorhergehenden 
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Kapitel ■wohlbeka.nat, denn es ist die ürakeliruug der J 
Probleme zu lösen, bei denen man untor allen Cui-ven mit 
einer gemeinsamen Eigenschaft diejenige sucht, welcha eiu 
Maximnm oder Minimum besitzt. Mau darf aber nictt glauben, 
dass wir nur dieselben Gedanken wiederholt haben, denn was 
wir dort ziemlich umständlich erschlossen hatten, haben ■wir 
hier einfect und kurz bewiesen, und wegen ihrer gegenseitigen 
Übereinstimmung bekräftigt die eine BeweismeÜioäe die andere. 
Auch wenn vielleicht die erste Methode wegen des hänögeu 
Gebrauches unendlich kleiner Grössen nicht durchsichtig genug 
lind etwas bedenklich erscheinen sollte, so wird dooh die 
hier gegebene Methode jeden Änskiss benehmen. Wenn aber 

f.iJ^ jemand an der Umkehr ung des gegenwärtigen Lehi'sataea, wie 
■)^ sie in Folgerung I gemacht wird, zweifeln sollte, so wird 
diesem die frühere Methode völlig Genüge thun. 

Indess kann die Berechtigung dieser Umkehrung aus sich 
selbst sichergestellt werden. Denn da die Ourve Q., in welcher 
aA 4- ßB unter der Gesammtheit aller Cui'ven ein Maximum 
hat, ao beschaffen ist, dass sie unter allen Curven mit dei' 
gemeinsamen Eigenschaft ^1 ein Maximum oder Minimum für 
B ergiebt, welche Werthe auch den Constanten « und ß er- 
theilt werden, so mnsa auch die Umkehrung gültig sein, wenn 
man die Coeföcienten a und ß so allgemein wie möglich an- 
nimmt. 

Es schien gut dies zu erwähnen und die Bündigkeit der 
Schlussweise au erklären, damit hei ihren späteren Anwen- 
dungen kein Zweifel übrig bleibt. Denn obgleich dieser Lehr- 
satz eigentlich zum voihergehenden Kapitel gehört, haben wir 
ihn doch hierher gestellt, um den eigentlichen Gegenstand 
dieses Kapitels leichter nach derselben Methode zu behandeln ; 
die Anwendung der anderen Methode würde nämlich sehr 
umständliche Eechnungen und die verdriessliche Einführung 
von Differentialen aller Ordnungen erfordern. Indess werden 
wir so deutlich als möglieb aeigen, dass alles, was wir hier 
auseinandersetzen, auch vermöge der frttheren Methode be- 
stätigt und sogar ermittelt werden kann. 

■ Lehrsatz IL 7, Die Cnrve, für welche unter der 
Gesammtheit aller zu derselben Äbscisse gehörigen 
Curven, der Ausdruck 

i:iA-^ßB-\-yC 
am grössten oder kleinsten ist, ist zugleich so be- 
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schaffen, dasa Bie uater aUoa Curven, welche den 
Ausdruck A und den Ausdruck B gemeinsam haben, 
dea grössten oder kleinsteu Worth des Ausdruckes 6' 
besitzt. 

Beweis. Die Buchataboa Ä, B und C mö n nl 
welche Integralformeln oder unbestimmte Ausdruck i h 
welche eines Maximums oder Minimums lahig sind di B h 
Stäben a, ß und y dagegen willkürliche Constant n J tzt 
sei Q die Curvo, welche unter der Gesammtheit II C n 
den gi'Ösaten oder kleinsten Werth von aA -^ ßB -{- yC 
ergiebt. Denkt mau sich nun eine andere Curve R, in welcher 
die Äuadrüeke A nnd B denselben Werth haben, wie in der 
Curve Q, so hat der zusammengesetzte Ausdruck aA + ßB 
in den beiden Curven Q und li denselben Werth, und der 
ganze Ausdruck aA + ßB -{- yC erlangt daher in der 
Curve B einen kleineren Werth als in der Curve Q , wenn 
aA + ßB -\- yC in der Curve Q ein Maximum ist, dagegen 
einen grösseren, wenn aA-\- ßB -\- yC \a. der Curve Q ein 
Minimum ist. Da nun der Theil aA -\- ßB jenes Ausdruckes 
den beiden Curven Q nnd R gemeinsam ist, so muss der 
Übrige Theil y C und daher auch C selbst im Falle dea Maxi- 
mums in Q grösser sein als in R, im Falle des Minimums 
aber ist der Ausdruck C in der Curve Q kleiner als in der 
Curve E. Hieraus folgt, daas, wenn die Curve Q unter der 
Gesammtheit aller Cui'ven den grössten oder kleinsten Werth 
des Ausdruckes aA -{- ßB -\- yC hat, daas dann die Curve 
Q zugleich unter allen Curven M mit demaelben Werthe des 
Ausdruckes A und dos Äuadi-uckes B den grössten oder kleinsten 
Werth dea Ausdruckes C liefert. Was au beweisen war. 

Folgerung I, 8. Da die Ausdrücke A, B und C be- 
liebig unter sich vertauscht werden können, ao ist die Curve, 
in welcher 

aA + ßB-{-yG 

ein Maximum oder Minimum ist, zugleich diejenige, in welcher 
unter allen Curven mit den gemeinaamen Eigenschaften A und 
B ein Maximum oder Minimum für C vorhanden ist, oder 
diejenige, welche das grösste oder kleinste £ hat unter allen 
Cui-ven mit den gemeinsamen Eigenschaften A und C, oder 
endlich diejenige, welche das grösste oder kleinste A hat 
unter allen Curven, denen die beiden Eigenschaften B und 
C gleichmäsaig zukommen. 
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Folgerung II. 9. Die Curvc also, welche unter allen 
mit den gemeinsamen Eigenschaften A und B das gi-öaste 
oder Icieinate C beaitet, hat auch unter allen Curven mit den 
gemeinsamen Eigenschaften A und C oder £ und C das 
gi-öBste beziehungsweise kleinste B oder A. 

Folgerung III, 10. Sucht man also die Curve, welche 
unter allen, denen die beiden Eigenschaften A und B gleich- 
massig zukommen, den gi'össten oder kleinsten Ausdruck C 
hat, ao genttgt man der Aufgabe, indem man die Curve sucht, 
welche absolnt unter allen Curven das Maximum oder Mini- 
mum des Ausdruckes aA -j- ßB -'r yC besitzt. 

Folgerung IV. 11. Da a, ß und y willkfirliehe Con- 
stanten sind, so treten in die Lösung solcher Probleme drei 
neue willkürliehe Grössen ein, welche in den vorgelegten 
Formeln A, B und C nicht vorkamen; die drei Constanten 
a, ß und / sind aber nur gleichwerthig mit zweien. 

Folgerung V. 12, Dieselben Constanten kamen schon 
in der Gleichung der zuerst gefundenen GuiTe vor; 
ihnen treten durch die Integrationen so viele ni 
ein, als man Integrationen braucht, bevor man zur endlichen 
Gleichung gelangt. 

Folgerung VI. 13. In ähnlicher Art, wie wir diesen 
und den vorhergehenden Lehrsatz bewiesen haben, lässt sich 
auch zeigen, dass die Curve, welche absolnt unter allen Curven 
den grössten oder kleinsten Werth des Ausdruckes 

aA + ßB + yC+ dB 

besitzt, zugleich unter allen Curven mit den drei gemeinsamen 
Eigenschaften A, B und C ein Maximum oder Minimum für 
den vierten D ergiebt. 

Anmerkung. 14. Aus diesem Lehrsatze entnimmt man 
die Methode, solche Probleme der relativen Methode zu lösen, 
bei denen man nach der Curve fragt, welche unter allen zu 
derselben Abscisse gehörenden CuiTen, die sieh zweier oder 
mehrerer gemeinsamer Eigenschaften erfreuen, den grössten 
oder kleinsten Wer-tk irgend eines Ausdruckes besitzt. Die 
Aufgabe lässt sich nämlich immer auf die absolute Methode 
zuruokföhren, sodass man unter der Gesammtheit aller Cui-ven 
diejenige suchen muss, welche ein Maximum oder Minimum 
eines gewissen Ausdruckes ergiobt. 

Durch diese Zurltekftthrung erlangen wir den Vortheil, 
dass wir alle diese Probleme mit Hilfe der Diffeventialwerthe 
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lösen können , welcte wir oben zu eimitteln lehrten. Die 
Lösung aber gestaltet sieh so, da ss man di e gemeinsamen 
Ei.ffpnsi'.hiiftp n iinrl ehflnso den Anadvnck des Maximums od^i ' 
Mi nimums entwickelt, sie mit willkflrliehen , Constanten multir 
plicirt und die J-'r ^nInfit» '" q'""!- Snimnp yprpinio't Darauf 
mus3 man absolut unter allen Curven diejenige suchen, in 
welcher jene Summe am grössten oder kleinsten ist. Das 
geachielit aber, indem man den Differentialwerth. der Summe 
ermittelt und gleich Null setzt. 

Das ganze Verfahren kann man mithin darauf zurück- 
führen, dass man nach den oben gegebenen Regeln fftr die 
einzelnen Ausdr-tieke, welche die gemeinaamen Eigenschaften 
darstellen, und für den Ausdruck des Maximums oder Mini- 
mums die DifferenlJalwerlha bildet, jeden für sich mit einer 
willkürlichen Constante multiplicirt , und die Summe aller 
dieser Producte gleich Null setzt, denn so erhält man die 
Gleichung für die gesuchte Curve. Diese eine Vorschrift 
würde zur Lösung aller Aufgaben dieser Art genügen, abei' 
bevor wir ihre Anwendung auseinandersetzen , ist es zweck- 
mässig die Eichtigkeit der Methode auf dem vorher ange- 
w and ton Wege zu bestätigen. 

Aufgabe. 15. Unter allen auf dieselbe Abseisse 
bezogenen Curven mit zwei gemeinsamen Eigenschaft on 
A und B diejenige zu finden, in welcher der Werth 
des Ausdruckes C am grössten oder kleinsten ist. 

Lösung. Aus dem Vorhergehenden erkennt man, dass 
das Problem gelöst wird, wenn man absolut unter allen Cnrven 
diejenige sncht, in welcher 

aA + ßB + yC 

ein Maximum oder Miuimam ist. Dazu muss man aber die 
Differential wer the der Ausdrücke A, B und C kennen. Sind 
sie für A gleich nv ■ dx P, fUr B gleich nv-dxQ, für C 
gleich nv-dxB, so erhält man für die gewtlnschte Curve 
die Gleichung: 

aP + ßQ-\- yR=a. 

Damit aber die Richtigkeit dieser Lösung besser ein- 
leuchtet, wollen wir das Problem mittelst der Methode an- 
gi-eifen, welche ^ii oben im vorhergehenden Kapitel ange- 
wandt haben Zunach-^f erkennt man, dass zur Lösung des 
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Problems drei Ordinafßn um unendlich kleine Stilclce vei- 
melivt weiden müssen, damit man drei vorgeschriebenen Be- 
dingungen genügen kann. Die drei hinzugefügten Stücke, 
mittelst derer die Genüge leistende Ourve in eine sehr wenig 
davon abweichende übergeführt wird, müssen erstens so be- 
sebaffen sein, dass der Ansdruek ji, welcher die eine ge- 
meinsame Eigenschaft ausdrflckt, beiden Carven in gleicher 
Weise zukommt, dann muss auch die zweite gemeinsame Eigen- 
schaft B in beiden Ourven denselben Werth annehmen, und 
drittens muas auch, wegen der Natur des Masimums und 
Minimums, der Ausdruck C in der veränderten Curve den- 
selben Werth wie in der ursprünglichen erlangen; den drei 
Bedingungen kann man aber nloht genügen, wenn man weniger 
als drei Stückchen den Ordinalen hinzufügt. Deshalb muss 
man aussei den beiden Ordinaten Nn und Oo, welche in 
der fräheren Figur um die Stückchen nv und oiii vermehrt 
wurden, noch der folgenden Ordinate Pp das Stückchen p n 
]i inzufügen. 

Zuerst suchen wir die Änderung, welche der Ausdruck 
A in Folge dessen erleidet. Sie ist: 

nv-Pdx-ir ooi ■ P,dx + pit ■ P„dcc. 
Denn das Stückchen nv venirsacht die Änderung nv-Pdx, 
welche mit dem Differentialwerthe übereinstimmt, den der 
Ausdruck A in Folge von nv allein erleidet. Aus dem folgen- 
den Stückchen o(u aber ergiebt sieh die Änderung oio-P.dx, 
denn wenn oa der folgenden Ordinate hinzugefügt wird, so 
sind alle Grössen , welche durch o cn beeinfluast werden , die 
vorhergehenden derer, welche nv beeinflusst, und aus dem 
gleichen Grunde geht aus dem Stückchen pn: die Änderung 
PTT ■ P„äa: hervor; alles dies wird ganz klar und einleuchtend, 
wenn man die Eechnung in derselben Weise durchführt, wie 
es in § 22 des vorhergehenden Kapitels geschah. ^^J 

Auf dieselbe Weise erhält ferner der Ausdi-uek B, dessen 
aus nv hervorgehenden Differential werth ywir gleich nv-Qdx 
gesetzt haben, in Folge der di'ei Stücl^ nv, oio und p7c 
den Zuwachs; 

nv ■ Qdx -^^ oio ■ Q,dx -\- pn ■ Q„dx, 
und endlich vermehrt sich in Folge der drei Stückchen der 
Ausdruck C nm 

nvBax-\' OM- R,dx -^pn-B.,dx. 
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Daher eutsteiien nach Divisioa mit dx folgende drei 
Gleichungen : 

(, = nv -Q. + Ob)- Q, +prc ■ Q,„ 
=«i'-B -lr0ü}-R,-\-p7t-R„. 

Elirainirt man jetzt die Stückchen nv, oio und pn, welche nur 
tehnfa Durchführung der Lösung zu Hilfe genommen wurden, 
80 erhält man eine Gleichung zwischen den Gröaaen, die sieh 
auf die Curve beziehen, nnd welche die Natur der Cnrve 
ausdrücken. 

Um die Stückchen zu eliminireu, multipllcire man die 
Gleichungen jede für sieh mit neuen Unbekanntcü a, ß und 
y, sodass man hat: 

(l = nvaP + 0(0 ■ ccP, + pn ■ aP„. 
Q = nv ■ ß Q + oco . ß Q. + P7T ■ ß Q„, 
Ü = nv ■ y E + oüj ■ y E, + p7t ■ y P„, 

und bilde hieraus die Gleichungen; 

Q = aP + ßQ +yR , 
=aP, + ßQ, 4-/-K,, 
= ßP„ + ß Q„ -\~y B„. 

Hieraus erhellt sofort, dass die dritte Gleichung die beiden 
■ersten in sich enthält, wenn mau für die Grössen «, ß und 
y Conatanfen annimmt. Denn ist 

= a P„ + ß Q„ + y B,., 
so ist auch 

D = o:dP,.-{'ßdQ„ + ydR„ 

= ad^ P„ + ß (P Q„ + yd'- R„. 
Nun ist: 

P,=: P„ + dP„, Q,= Q„ + dQ„ R, = R„ -\- dR„ 
und 

P = P„ + 2dP„ + d^P„, Q= Q„ + 2dQ,. + d^ Q„, 
R = R,. + 2dR„ + d^R„, 
also auch; 

d = aP. + ß Q, + yR,, 
= aP +ßQ -\-yR . 
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Deshalb hat mau zur Löaimg des Problems die Gleichung 

ü = a P„ + ß Q„ ->r 7 R„ 
oder aiich die gleichbedeutende 

ii = aP+ßQ + yR 
zu bilden, nnd sehreibt man in ihr an Stelle von a, ß und 
/ willktlrliche Constanten, so drückt sie die Natur der ge- 
aachten Curve aus. Diese Gleichung aber stimmt vollständig 
mit d6i;jenigen überein, welche wir bei der anderen Methode 
erhielten, and 30 bestätigen beide Methoden sich gegenseitig. 
Was au finden war. 

Folgerung I. 16. Alle Problome der betrachteten Art 
lassen sich also mit Hilfe der Diffeienlialwerthe lösen, welche 
aus der Änderung einer Ordinate entstehen, und welche zu 
finden wir oben ausführlieh gelehrt haben. 

Folgerung II. 17. Wenn man also die Curve finden 
soll, welche unter allen anderen auf dieselbe Abscisae be- 
zogenen Curven, die sich derselben Eigenschaften A und B 
erfreuen , den grössten oder kleinsten Wei-th des Ausdruckes 
C ergiebt , so ist einleuchtend , dass die Aufgabe auf daa 
Problem der absoluten Methode zuiUokkommt, man solle unter 
der Gesammtheit aller auf dieselbe Abscisse bezogenen Curven 
diejenige bestimmen, in welcher der Ausdruck 

aA + ßB + yC 
ein Maximum oder Minimum ist. 

Folgerung III. 18. Man erkennt hieraus zugleich die 
Methode Probleme zu lösen, bei denen man unter a;llen Cuiwen, 
welche in mehr als zwei und sogar in beliebig vielen Eigen- 
schaften ob ereinstimmen, diejenige verlangt ■wird, welche sich 
einer Eigenschaft des Maximums oder Minimums erfreut. 

Folgerung IV. 19. Denn wenn man unter allen 
Curven, in welchen die Ausdrücke A, B, O, D gleiche 
Werthe haben, diejenige ermitteln soll, in welcher der Aus- 
druck E ein Maximum oder Minimum ist, so gentigt man der 
Aufgabe, indem man unter der Gesaromtheit aller Curven 
diejenige aufsucht, in welcher 

uA-^ßB-\-'/C-\-öD-\-EE 
ein Maximum oder Minimum ist, wobei die Buchstaben «, ß, 
Y, d und s willkürliche Constanten bezeichnen. 
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Folgerung V. 20. Je mehr Eigenschaften aiäo vor- 
gelegt werden, welche den Cnrven gemeinaehaftlioh sein sollen, 
unter denen man die gesuchte mit der Eigenschaft des Maxi- 
mums oder Minimums erforschen soll, nm so mehr willkür- 
liche Constanfen treteu in die Gleichnng der Ourve ein nnd 
nm so mehr Curven fasst sie in aioh, 

Anmerkung I. 21, Warum um so mehr Constaoten in 
die Lösung eintreten, je mehr gemeinsame Eigenschaften vor- 
gelegt werden, kann man aus dem Vorhergehenden leicht er- 
schliessen, Nehmen wir nämlich an, dass man unter allen 
Cnrven mit der gemeinsamen Eigenschaft A diejenige er- 
mitteln soll, in welcher B ein Maximum oder Minimum ist, 
ao steht zunächst fest, dass der Aufgabe die Curve genügt, 
welche unter der Gcaammtheit aller Curven das grösste oder 
kleinste £ hat , denn sie bat auch unter allen , welche sich 
der gemeinsamen Eigenschaft A erfreuen, ein Maximum oder 
Minimum. Dann aber kann man sich unendlich viele Arten 
von Cui-ven denken, sodass zu jeder Art derselbe Werth von 
A gehört, und in jeder Art ist dann eine Cui-ve, welche 
gegenüber den anderen den gröaaten oder kleinsten Wertli 
von S liefert. Die Curven, welche Genüge leisten, müsaen 
aber nothweudig alle in der allgemeinen Lösung enthalten 
sein. Da also die Anzahl der Curven, die Genüge leisten, 
unendlich gross wird, wenn eine gemeinsame Eigenschaft 
vorgeschrieben ist, ao wird sie in noch stärkerem Grade 
vermehrt, wenn mehrere gemeinsame Eigenschafton vorge- 
legt sind. 

Wenn jedoch die Werthe, welche die gemeinsamea Eigen- 
schaften in den Curven besilaen, unter denen man die ge- 
suchte ermitteln soll, wirklich bestimmt werden, danu giebt 
die Lösung immer eine einzige Curve, welche Genüge leistet. 
Denn jene Constanten können dazu dienen die Werthe, welche 
die gemeinsamen Eigenschaften in der gefundenen Curve an- 
nehmen, nach Belieben zu bestimmen. So kann man zum 
Beispiel im Falle, dass zwei Eigenschaften A und B gegeben 
sind, die Curve angeben, zu welcher gegebene Werthe von 
A und B gehören und welche überdies ao beschaffen ist, 
dass sie gegenüber den unendlich vielen anderen , zu denen 
dieselben Werthe von A und B gehören, den grössten oder 
kleinsten WerÜi irgend eines Ausdruckes C besitzt. Und 
dieselbe Erinnerung gilt, wenn mehrere gemeinsame Eigen- 
schaften vorgeschrieben sind. Hiernach ist wohl hinreichend 
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klar, was maai mit dea Constanten maclion muss , welche in 
die Lösung eintreten, und wie man sie au benutzen hat. 

Beispiel I. 22. Unter allen aivf dieselbe Ab- 
scisae AC bezogenen Curven, walehe unter einander 
dieselbe Länge be- 
sitz eniind eine gleich- 
grosae AreaZ'^ZJoin- 
schlieasen, soll man 
diejenige bestimmen, 




;lche bei de: 



Dr( 



ung am die Axe AG 

einen Körper von 
grösstem oder klein- 
stemVolumen erzeugt. 
Setzt man die Ab- 
scisso AP = X, die Or- 
dinate PM^y und dy ^ pdx, ao sind die beiden vor- 
gelegten gemeinsamen Eigenschaften ; 

und 

j dx y 1 +~p^, 

und die Formel des Maximums oder Minimums ist; 

jif dx. 

Jetzt hat man die Diffeventialwerthe der drei Formeln zu 
suchen. Zuerst hat die Formel 7'»/ da; den Differentialwerth : 

n V ■ dx , 
dann ist der Differentialwerth von fdx V l -\- p'' gleich : 



und drittens ist der Differentialwerth der 'Formeljy'^dx gleich: 

2nv ■ pd.v. 

Ans den drei Differential werthen erhält man für die gesuchte 
Curve die Gleichung; 
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VI +1J^ 
oder : 

bdx + '2ydx = c^ d 

Vi +p^ ■ 



MnUipHeirt man diese Gleichnng mit p und integrirt, so hat 



.r- + by + ',/^ --===, 

yi+P^ 

wo mall c* und /^ nach Belieben positiv oder negativ j 
nehmen darf. Hieraus wird weiter; 



_ V'^' — i r + Z'^ + ff ^ dy 
/' + >>y -^-y^ '^^ ' 

mithin ist: 

^^ ^ {P-^^y + y\^y 
Ve^ — f/' + *y + 2/r' 

das ist die Gleichung der elastischen Ourve. Durcli die 
noch übrige Integration tritt eine neue willkürliche Constant« 
ein, und mittelst der vier Coustanten kann man zunächst 
bewirken, dass die Carve durch zwei gegebene Pnukte geht. 
Dann bleiben noch zwei Constanteu übrig, welche man so 
wählen kann, dass für a: = a die Länge und die Area der 
Curve die gegebene Grösse haben. Überdies wird wegen der 
Zweideutigkeit des Vorzeichens in der Quadratwurzel das 
eine Vorzeichen die Curve mit dem Maximum, das andere die 
Curve mit dem Minimum geben. 

Da aber in der Gleichung die gegebene Grösse a der 
Ahscisso nicht vorkommt, so folgt, dass ein Stück der ge- 
fundenen Curve, welches zu irgend einer Abscisse gehört, 
auch die Eigenschaft besitzt, dass es gegenüber allen anderen 
Curven, welche derselben Absoisse entsprechen und durch 
dieselben zwei Punkte gehen, und welche dieselbe Länge und 
dieselbe Area wie jene Curve besitzen, dass dies Stück, sage 
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Aufgabe Gentlg;e leistet. 

Beispiel II. 23. Unter allen derselben Abscisse 
entsprecbendeii Cni-veu, welche zuerst gleiche Area 



Jv<i 



einschliessen und dann nm die Axe gedreht gleich 
Volumina 



jy"- dx 



erzengen, diejenige zu bestimmen, deren Schwerpunkt 
am höchsten oder niedrigsten Hegt, oder in welcher 

ein Maximum oder Minimum ist. 

[Lögung: die gerade Linie]. 

Beispiel III. 24. Unter allen Cnrven derselben 
Länge DAD, welche die gegebenen Punkte D, iJ ver- 
binden, diejenige zu finden, welolie so beschaffen ist, 
dass, wenn zwischen den verticalen Geraden DB, DB 
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durch die horizontale iVA^ eine Area NDADN ge- 
gebener Grösse ahgeschnitten wird, der Schwerpunkt 
von NDADN die tiefste Lage hat. 



Die Lösung dieser Aufgabe ist für die Hydrostatik sehr 
niltzlich, denn mit ihrer Hilfe löst man das Problero, die Ge- 
stalt zu bestimmen, welche ein Tuch ÜAD, das in den 
Pnnkten DD an dem Gefäase BDDB befestigt ist, an- 
nimmt, wenn in daß Gefäss eine gegebene Menge Wasser 
hineingegossen wird. Denn da das Tuch sieh nicht ausdehnt, 
ist erstens die Länge der Cnrve DAD gegeben. Ferner ist 
der Raum NDADN gegeben, der durch die Menge des 
eingegossenen Wassers gemessen wird. Drittens musa, nach 
den allgemeinen Gesetzen der Hydrostatik nnd der Schwere, die 
Figur DAD so beschaffen sein, dass der Schwei-punkt des 
Ranmes NDADN m tief als möglich liegt. 

Um das Problem zu lösen, setze man Dü=^ CD = u. 
Zieht man noch irgend eine horizontale Gerade MPM, so 
sei MF = PM= tt und AP:=y. Dann ist der Bogen 
MAM gleich 



'ifdxVi +/)^ 



«o dy ^ pdx gesetzt ist. Wird noch die Länge der Curve 
DAD gleich 2b gesetzt, so muss die Gleichung zwischen x 
nnd y so beschaffen sein, dass die Integralforme l/i^ij; Vi +p* 
flii- X := a gleich b wird. Weiter ist die Area iJf^ ilf gleich : 



2 / xdy = 2 jxpdx; 
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wird X = a gesetzt, so sei sie gleich 2^*, sodass also dann 
fxpdx^f ist. Diese Area ist nioht gegeben, sie muas 
aber mit der Area NDDN einen gegebenen Kaum erzeugen, 
welcher gleich 2e^ sei. Setzt man also IJN= z- so ist 

und daher fflr x = a: 

Endlich hat der Schwerpunkt des ganzen Kaumes NDADN 
vom Punkte A den Abstand: 

WO nach der Integration a^ =^ « zu setzen ist. Der Schwer- 
punkt liegt also unterhalb C um die Strecke -. 

-^^ACie-" — az)~~ as^ —fxi/pdx^, 

die ein Maximum sein musa. Da aber 

ist, so muss 

AC- jxpdx — - — h — jxpdx — — | Cxpdx\ — jxypdx 

ein Maximum sein. 

Das Problem kommt also darauf anrUok, dass unter allen 
Curven gegebener Länge , welche zur Abscisse x ^ a ge- 
hören, diejenige gesucht wird, in welcher der Ausdruck: 

h jxpdx ^ jxpdx — — I fxpdx\ ~ j'xypdx 

ein Maximum ist, wenn nämlich fflr x ^ a y gleich h ist. 
Nunmehr ist die Länge der Oui-ve: 

und ihr Differentialwerth gleich 
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Weiter ist der Diffeveutialwertli der Formel 



JX} 



— dx, 
md der üiffet'enfialwerfh der Formel 



jxypdx 



xpdx — d [zy] = — ijdx. 
Hieraus ergiebt sich als DitfereDtialwei'th des ganzen Aus- 
druckes, welcher ein Masimum sein soll: 

— hdx — — t^a,' + — rfa; + ydx, 

liiid da Ji imd_/* unbestimmte ConstanteH sind, geht er in 

kdx -|- ydx 
über, wo k eine willkürliche Constante bedeutet. 

Man erhält daher für die gesnchte Curve die Gleichung: 

kdx + ydx = — g'^ d ■ ----- ■_ :. 

Mnltiplicirt man sie mit p niid integrirt, so ergiebt sie: 

m+lJ,y + y^ = —^d^^ 
Y i + P^ 

Das ist die bekannte Gleiclmug der elastischen Cni-ve ; sie 
bleibt dieselbe, welchen Werth auch die Grösse c* annimmt. 
Man genügt daher der vorgelegten Aufgabe, indem man durch 
die Punkte D und D die elastische Curve zieht, deren Axe 
oder orthogonaler Durchmesser die verticale Gerade A C ist 
und von der das Stttck DAD die gegebene Länge 2 b hat. 
Auf diese Weise ist die Lösung vollständig bestimmt, und es 
ergiebt sieh eine einzige Curve, welche Genüge leistet. 

Man hätte leicht vorhersehen können, dass die Grösse 
des Raumes NDADN= 2c^, um dessen Schwerpunkt es 
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sich handelt ganz iis dei Pechnung heriusfallt und i^nn 
wäre die Losung viel le chfei gewesen Absichtlich ihei 
haben wii diese Bedingung weiche fieilich übeiflilisig ist 
binzugefiigt damit man sieht wie andeie iiiigaben die-ser 
Art iu lösen sind bei denen eine solche ^eienfachung nicht 
^stattfindet ^'j 

Anmeiknn^ II '> Som t ist also die nnbestimmte 
Methode der Miximi und M nimä bei dei es sich darnm 
h'jndelt Curven zu finden welche eine Eigenbchaft im hichsten 
(dei geiingaten Giade besitzen vollständig auseinandergesetzt 
woiden und zwai wuide sie ziu tick geführt auf d e Eimitte 
lung dei Difteiont alweithe welche ans dem Znwichse einer 
einzigen Oidmate heivoigehen 

Veilangt nämlioh die Aufgibe nuter dei fresammtheit 
aller auf dieselbe Abaei&se bezogenen Curven diejenige in 
welcher iigend ein unbestimmtei Ansdiuck den grössten odei 
kleinsten Weith erhalt so muss man seinen Different olv^eith 
suchen dei gkieh Null gesetzt eine Gleichung fnr die ge 
suchte Oune eigiebt biU m'in aber unter illen Ciirren 
welche eine odei mehieie E genachaften gemomsim hiben 
diQjen ge bestimmen in welcher dei "Weith eines voigelegten 
Ansdrnckes am giossten tdei kleinsten ist dann mnss man 
die r>iffbrentiilfterthe sowohl dei tmzelnen gemeinsamen Eigen 
schiften als inch des AusdiucLes des Maximums odei Mini 
mums suchen und d e«e einzeln mit wiUkürhchen Oonstanten 
mnltpliciren Die Summe dei Pioduete gleich Null gesetzt 
eigiebt dann eine Gleichang für die gebuchte Tuive Wie 
man ibei len D fFeientialwerth rgenl emes nichtbestimml aren 
Au druckos findet difüi haben wn in den voi gen Kap teln 
'tusi eichende nnd ziemlich leicht inwendbaie Voiscii ften ge 
geben 38] sodass bei diesem Gegenstände n ehts ibrig ge 
blieben sein dttifte was noch hinzuzufügen wäre 
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In diesem und dem folgenden Bändohen sollen einige 
ältere Abhandlungen herausgegeben werden , welehe für die 
Variation a^Eechnung von besonderer Wichtigkeit sind. 

Wenn aueh Newton bereits 1686 die Aufgabe des Ro- 
tationskörpers kleinsten "Widerstandes gestellt und auf 
eine Differentialgleichung zninekgefühit hatte so beginnt doch 
die Entwiekelung der Vaiiations -Keohnnng erat, als Johann 
BemouUi im Jnni 169b den Mathemitikern das Problem der 
Braehistoehrone vorlegte Die Keihe dei hier mitgethoilten 
Abhandlungen eröffnen daher die betieffenden Arbeiten von 
Joh. BemouUi: Problema novum ad otiies solutionem 
mathematloi invitantur, Acta Ernditorum, Juni 1696, 
Programma, editum Groningae anno 1697, nnd Curva- 
tuia radii in diaphanis non uniformibns aolutioque 
problematis de invenienda linea braehystochrona, id 
est, in qua grave a dato puncto ad datum punctum 
brevissimo tempore decurrit; et de cnrva synchrona, 
seu radioram unda, construenda. Acta Eruditoiiim, Mai 
1697. Sie sind wieder abgedruckt in den Opera omnia, 
Läusannae et Genevae, 1742, t. I, S. 161, 166—169, 
187—193. 

Aber auch die Lösung von Johann' s Bruder Jakob 
durfte nicht fehlen, denn er benutzt ein Princip, welches bei 
einer gi'ossea Klasse von Aufgaben anwendbar ist, dass näm- 
lich die Eigenschaft des Maximums oder Miuimuma nur dann 
einer ganzen Curve zukommen kaun, wenn sie jedem ihrer 
Theile zukommt, und ei-weitert das Gebiet der Variations- 
Reclinung, indem er seinem Bruder das isoperimetrische 
Problem vorlegt, das zu lösen ihm auf einem freilich recht 
mühsamen Wege gelungen war, Jak. Bemoullf^ Abhand- 
lung: Solntio problematum fraternorum cum propo- 
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sitione reoiproca aliorum eracMen m den Acta Erudito- 
mm, Mai 1697, sie ist wieder abgednicltt im zweiten Bande 
der Opera, Genevae 1744, 8. 768—775. 

Lionhard Euler hat das Verdienst, die Einzeluntei- 
STichun^en der Brüder BemouUi zusammengefasat und dieVari- 
ations-Recliniing als besonderen Zweig der Analysis begründet 
zu haben. In seiner ersten Arbeit Ober diesen Gegenstand 
(Comment. Äcad. imp. t. VI ad annos 1732/33, Petersburg 
1739) formulirt er das isoperimetrische Problem in grosser 
Allgemeinheit und giebt veimöge seines Multiplieators eine 
einfache Lösung. Veranlasst dnrch das Problem der Brachisto- 
chrone im widerstehenden Mittel geht er dann weiter und 
betrachtet Aufgaben, hei denen als Nebenbedingung eine 
Differentialgleichung hinzutritt ; seine Lösung ist jedoch un- 
richtig, da er auch hier das Princip von Jak. Bernoulli an- 
wendet. (Comment. t, VII ad annos 1734/35, Petersburg 1740, 
Mechanioa sive motus selentia, Bd. U, Petersburg 173R.) 
Bald darauf erlfeunt er, daas jenes Princip nicht allgemein- 
gültig ist, findet aber keinen Ersatz dafür (Comment. t. VIII 
ad annum 1736, Petersburg 174!). Erst 1744 überwindet 
er diese Schwierigkeit, und nun erscheint sein Hauptwerk: 
Methodus inveuiendi lineas curvas maximi minimive 
propriatate gaudentea aive solutio problematis iao- 
perimetrici latiasimo senau aceepti, Lausaanae et Ge- 
nevae 1744. Jetzt löst Euler das Problem in seiner ganzen 
Allgemeinheit. Er iässt zu, dass der Ausdruck unter dem 
Integralzeicheu Ableitungen beliebig hoher Ordnung enthält, 
und erledigt den Fall, dass in ilun noch weitere Integrale 
oder sogar Grössen vorkommen , welche durch Differential- 
gleichungon definirt werden. Ganz besonders werihvoÜ wird 
das Werk durch die zahlreichen, achönen Beispiele, denen 
die folgenden 150 Jahre wenig neue hinzugefügt haben. 

In der Methodus inveuiendi haben so die Forschungen 
der ersten Periode der Variations - Rechnung ihre classische 
Darstellung gefunden. 

Euler selbst hat es ausgesprochen, daas er sein Werk 
nicht für vollendet ansehe. Seine Methode ist nämlioh eine 
wesentlich geometi'isohe. Dies hat den Vortheil, daaa die 
Behandlung der einfacheren Probleme überaus klar und durch- 
sichtig wird, sodass die Methodus noch heute als Einfllhrnng 
in die Vai'iätiona- Rechnung treffliche Dienste leisten dürfte. 
Sobald aber das BernouUf?,aiiG Princip seine Geltung verliert. 
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werden die Rechnungen Überaus lang und verwickelt, imd bei 
aller Bewunderung für die Geaehickliehkeit, mit welcher Euler 
die Hindemiaae überwindet und schliesslich einfache und ele- 
gante Resultate erlangt, kann man seine Herleitung doch nicht 
befriedigend finden. 

Was Euler vennisst hatte, und noch mehr, leistete die 
grosse Entdeckung, welche ihm 1755 der junge Lagrange 
mittheilte. Mit ihr beginnt eine neue Epoche der Yariations- 
Eeohnung, an der auch Euler gi'ossen Antheil hat; in einer 
Reihe werthvoller Abhandlungen hat er den neuen Aufbau 
der Variationa - Rechnung genauer zu begiUnden und weiter- 
zuführen versucht. . 

Hiermit sind zugleich die Gründe entwickelt, welche uns 
bewogen haben, von Euler's Arbeiten gerade die Methodus 
inveniendi, jedoch mit Auswahl, herauszugeben. Da sich 
heraiisstellte , dass die Kapitel I, II, V und VI, in welchen 
die Aufgaben der einfacheren Art behandelt sind , ein wohl- 
zusammenhängendes Ganzes bilden, haben wir uns auf sie be- 
schränken zu sollen geglaubt nnd diese Kapitel sind in text- 
getreuer Übersetzung wiedergegeben; nur bei einigen Beispielen, 
welche den Charakter von Übungsaufgaben haben, ist die Aus- 
rechnung fortgelassen, aber das Resultat in eckigen Klammern 
angegeben worden. Einige kleine Veraehen Euler'& wurden 
verbessert ; die Begründung findet man in den folgenden An- 
merkungen. 

Nicht aufgenommen sind die Kapitel III und IV, welche 
die eben ehai'akterisirten complicirteren Aufgaben betreffen, 
was um so eher geschehen konnte, als durch die im folgenden 
Bändehen befindliehen Abhandlungen von Lagrange diese 
Lttcke ausgefüllt wird. Ebenso fehlen die beiden Anhängo: 
De eurvia olasticia und: De motu projectornm in medio 
resistente, welche keine directe Beziehung zur Variations- 
Keehnung haben, 

1) Zu S. 4. Mersenne stellte 1646 die Aufgabe des 
Schwingungsmittelpimktes. Pascal'a berflbmtea Preisausschrei- 
ben von 1658 bezog sich auf die Cyeloide. Fermat legte 
1657 den Englischen Geometem verschiedene zahlentheoretische 
Probleme vor. Von Viviani ilihrt die »Florentiner« Auf- 
gabe her (Acta Erud. 1692). Von anderen ist Leibniz zu 
nennen, der 1687 das Problem der Isochrone, und Jak. Ber- 
nouUi, der 1690 das Pi'oblem der Kettenlinie stellte. 
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2) Zu S. 4. Der Briefwechsel zwiselieDi Leibniz und 
Joh. BemoulU ist von Gerhardt im dritten Bande von Leih- 
nixens mathematischen Schriften, Halle 1856. heraus- 
gegeben worden. Der angeführte Brief findet sich dort S. 288. 

3) Zu S. 6. Diese Bemerkung richtet sich gegen New- 
ton, der seine Methode der Fliixionen mit einem gewissen 
Geheimniss nmgah, während Leibnizens erste Veröffentlichung 
schon 1684 geschehen war, und ist ein Vorspiel zu dem 
Prioritätastreit, der 1708 zum Ausbruch kam. 

4) Zu S. 6. Über den Streit zwischen Descartes und 
Fermat, vgl. Montucla, Histoiie des Math^matiques, 
t. ir (Paris anVn), 8. 139. 

5) Zu S. 7. Huygens' Entdeckung findet man in seiner 
Schrift über die Pendeluhr; Horologium oscillatorium, 
Paris 1673. 

Wenn ein Kreis vom Radius )• auf einer horizontalen 
Geraden rollt ohne zu gleiten, so beschreibt jeder Punkt der 
Peripherie eine Cycloide, zu deren Darstellung man mit 
Vortheil die beiden Gleichungen: 

X ^ r {(p — iia (p), j^ =: ^ (1 — cos ip) 

benutzt. Kehrt mau eine solche Oyeloide um, sodass ihre 
Spitzen nacL oben zeigen, so ist sie eine Tautoehrone, das 
heisst die Zeit, welche ein schwerer Punkt gebraucht, um von 
irgend einer Stelle der Cycloide bis zu ihrem tiefsten Punkte 
au gelangen, ist stets dieselbe. 

6) Zu S. 8. Fermat Latte das jetzt nach SnelKus be- 
nannte Breehungsgeseta angegi-iffen, welches Descartes 1637 
in seiner Geometrie aufgestellt hatte, weil er im Gegensätze 
zu diesem annahm, dass die Lichtgeschwindigkeit im optisch 
dünneren Medium grösser sei als im optisch dichteren. Auf 
Veranlassung des Cartesianers Clerselter nahm er 1662 seine 
Unterauehungen wieder auf und entdeckte zu seiner grossen 
Üben-aschung, dass gerade bei seiner Annahme über die Licht- 
geschwindigkeit ans dem Principe der schnellsten Ankunft das 
Brechungsgeaetz von Descartes folge, 

Fermat'^ Brief an De la Ohamhre findet sich in der 
Editio seeunda der Epistolae Renati CartesU von 1692 
in t. III, S. 128, der an Clerselier S. 151; beide sind 1662 
geschrieben. Die citirte Stelle der Varia opera mathe- 
matica Petri de Fermat (Toloaae 1779] enthält einen 
Brief an einen unbekannten, in dem Fermat die Geschichte 
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seiner optischen Untei'äuchimgen erzählt. Huygens' Traite 
de la lumifere, verfasat 1678, war in Paris 1690 ei'sohienen; 
wiederherausgegebeu ist es in Nr. 20 dieser Sanunhmg. 

7) Zu S. 12. Die Ccmstruetion beruht darauf, dass alle 
Cycloiden einander ähnlich sind. 

8) Zu S. 12. Dasä die Natur stets auf die einfa^liste 
Art verfalire, war ein Li eblingage danke des 18. Jahrhunderta, 
vgl. Mach, Die Mechanik in ihrer Entwiekelnng hi- 
storisch-kritisch dargestellt, Leipzig 1883. 

Die Behauptungen BemoulU's über die Brachisto- 
chronen füi' t = ax und t ^ a)/V sind richtig und leicht 
zu beweisen. Wird die Geschwindigkeit der m-ten Potenz der 
Fallhöhe proportional angenommen, so hat man als Taiito- 
«lirone die Curve: 



,-fVi^ 



- ?.^ dx 

{X bedeutet eine Constante) , denn das Integral : 
j x"~' dx 

welches die Zeit des Falles von der Höhe x =^h bis zur 
Höhe a; = ausdrückt, ist, wie die Substitution x = hu 
zeigt, unabhängig von h. Da dieses Integral nur dann einen 
Sinn hat, wenn ii zwischen und 1 liegt, ist BemoulU's 
Annahme t = ax unzulässig, dagegen flihi't die Annahme 
t = a y^ wii'klich auf eine transcendente Curve, nämlich auf 
ein elliptisches Integi-al für y. 

9) Zu S. 13. Die Figur findet sich S. 45 der in G) 
erwähnten Ausgabe. 

10] Zu S. 13. Der Beweis lässt sich im Süie Joh. 
SertiouUi'ä etv/3t so fuhren. Der schwere Punkt sei während 
derselben Zeit auf der Cycloide von A bis zum Punkte B mit 
den Coordinaten x, y gekommen, auf der verticalen Geraden 
von A bis P, wo AP gleich ^ sei. Im nächsten Zeit^ 
elemente fällt 'er auf der Geraden um eine Strecke, welche 
proportional d§:V^, auf der Cycloide um eine Sti'ccke, welche 
proportional dz : Vx ist. Mithin hat man : 
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2 vr^' 



-Y-iZd 



das heisat das Differential von Va^ ist gleich der £ 
Diffarontiale von Cjtf und LO (Fig. 1), folglich 



VGK- AP= CM+ LO = s.i-gGL, 
was zu beweisen war. 

1 1) Zu S. 13. Huygen's Lichttheorie hatte J'oh. Ber- 
noulli schon 1693 auf das allgemeine Problem der ortho- 
gonalen Trajectorien geführt. Leibniz hielt es für ao schwierig, 
dass er ea in seinem Streite mit Newton den Engländern als 
Aufgabe vorlegte (Acta Erud, Mai 1715), Newton gabjedoet 
sofort eine Lösung. Das besondere Problem für logarithmisohe 
Curven löste Jak. BernouUi (Acta Erad. Mai 1697). 

12) Zu S. 14. Die zu einer Absoisse gehörigen Stücke 
einer Curve, wie Ordinate, Tangente, Subtangente, Kilimmungs- 
radins, hatte Leibnh (Acta Erud. April 1692) als Func- 
tionen der Abaeiase bezeichnet. Erat Joh. BemoulU 
machte sich von dieser geometrischen Auffassung frei und 
deflnirte (1718) fonetion als »quantitß composöe de quel- 
que manifere que ce seit d'une grandenr variable et 
de oonatantesd (Opera omnia, t. IL 8. 241). 

13) Zu S. 17. Die Einwendungen des Holländers iView- 
wentiit entbehrten nicht jeder Berechtigung, denn Leibnhens 
Antwort (Acta Enid. 1694) zeigte, dass er zwar die geo- 
metrische und mechanische Bedeutung der unendlich kleineu 
Grössen zweiter Ordnung richtig erkannte, dass aber seine 
analytische Auffassung unzulänglich war. 

14) Zu S. 18. Eine ausführliche Geschichte der Cy- 
cloide findet man In Montucläü schon erwähntem Werke, 
t. IL 8. 52 — 73. Hier sei nur erwähnt, dass Galilei 1599 
die Gestalt der Cycloide richtig erkannte. Seine Versuche, 
ihre Area zu bestimmen, waren vergeblich, dies gelang erst 
Roberval (1637) und TorrioeUi (1638). Kurz darauf gaben 
Descartes und T^iviam die Taugentencoustraetion. Pascal 
(1658) und Iluygens (1673) sind schon in 1) und 5) er- 
wähnt worden. 
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15) ZuS. 10. Angeregt SlOk^ Huygens' Traitö de la 
lumifere [1Ö90J hatte Leibniz, Acta Erud. Sept. 1692, auf 
die Wichtigkeit der optisehen Curven hingewiesen. Hierdnrcli 
wurde Ja?c, Bemoulli veranlasst, den durch Reflexion ent- 
stehenden, kaustischen Curven, welche Tschirnhausen (Acta 
Erud. Nov. 1682) eingeführt hatte, die durch Brechung ent- 
stehenden, diakaustischen Curven an die Seite zu stellen 
(Acta Enid, Mai 1694). 

16) Zu S. 19. Ein Beweis des Satzes, dass von allen 
Figuren gleichen Umfanges der Kreis den grössten Inhalt hat, 
ist hereits von Zenodoros gegeben und uns durch Pappos 
erhalten worden, vgl. Oantor, Geschichte der Mathe- 
matik, Bd. I. S. 308. 

17) Zu S. 19. Dass bei der Kettenlinie der Schwer- 
punkt des Umfanges am weitesten von der Basis entfernt ist, 
erscheint bei Joh. Bemoulli (Opera omnia, t. III. S. 497) 
erst am Schluas als Folgerung aus dem allgemeinen Satze über 
das Gleichgewicht schwerer Körper. 

18) Zu S. 22. Das erste Problem der Variationsrechuung 
hat Newton 1686 gestellt, es ist das von Euler weiter unten 
(8. 63) behandelte Problem des Rotationskörpers kleinsten 
Widerstandes. Dina Newton weder hier noch dort erwähnt 
wird, erklärt sich aus Euler's, in Schriften und Briefen wieder- 
holt geäusserter Abneigung gegen die "Engläuder«, die ihren 
UrspiTing in dem Prioritäts streit zwischen Leibniz und Newton 
hatte. 

19) Zu S. 25. JHuler' s Angahe ist ungenau, Jak. Ber- 
noulli legte d^ isoperimetrische Problem schon 1697 
vor, und seine Lösung erschien Acta Enid. Juni 1700. 

2(1) Zu S 30 Diese Deduction beweist nur, dass die 
Vierte dei Integialf imel eine obere und eine untere Grenze 
haben abei nicht daas immei eine Curve existirt, in welcher 
ein solcher Gienzweith wuklich mgenömmen wird. Anderer- 
seits können unter Umstänlen mehrere Curven ein Maximum 
oilei M nimum liefern denn dazu gehört nur, dass sie gegen- 
über den benachbarten Cui\en grössere oder kleinere 
Wei-te der Integralformel ergeben. 

21) Zu S. 32. Während es den Mathematikern des 
18, Jahrhunderts geläufig war, dass die bekannte Bedingung 
fnr das Maximum oder Miniranm einer Ordinate auch d.ie 
Wend epun kte einer Curve liefere, hat in der Variations- 
rechnung bis in unser Jahrhundert hinein eine grosse Ver- 



y Google 



140 



Aumei'kungen. 



wiiTung im Gebrauche derWorte »Maxinrnma nnd oMinimumn ge- 
herracht, sodass /«cofis 1837 tadelnd bemerkte: »man sagt, ein 
Ausdruck sei ein Maximum oder Minimum, wenn man 
blos sagen will, daas seine Variation versehwindet, 
selbst wenn aueh weder ein Maximum noeh ein Mini- 
mum stattfindet. Man sagt eine Grösse sei ein Maxi- 
mum, wenn man nur sagen will, dass sie kein Mini- 
mum sei«. Dies gilt aueh von Euler und darf im folgenden 
nicht ausser Acht gelassen werden. 

22) Zu S. 32. Ich habe qiiantitas integralis in- 
definita mit: nichtbestimmbare Integralformel über- 
setzt, einmal, weil der Ansdruek : unbestimmtes Integral 
gegenwärtig ein Integral mit unbestimmter Grenze bedeutet, 
dann, weil ich nachher functio indeterminata am besten 
durch: unbestimmte Function wiederzugehen glaubte. 

23) Zu S. 61. Die Formel im Text ergiebt sich so: 
Es sei t die Zeit, g die Constante der Schwere, ds das Bogen- 
element der Cyeloide, dann ist nach dem Satze von der 
" ' " 1 Kraft: 



--2gx 



vorausgesetzt, dass die Bewegung im 
ordinaten beginnt. Hieraus folgt : 



Anfangspunkte der Co- 



"y^oj' 



Vx 



24) Zu S. 03. Beispiel V ist das erste Problem der 
Varia tions-Eechnuug. Es findet sich in JVewton's classischem 
Werke: Philosophiae naturalis prineipia matheraatica, 
London 1686, üb. 11, Sect. VH, Prop. 34, Seholium. Newton 
nimmt an, dass jedes Ob erfläch enelement eines EotationSkOrpers, 
welcher in einer Flüssigkeit mit gleichförmiger Gesohwindig- 
keit parallel seiner Axe, die als a:-Axe gewählt werde, be- 
wegt wird , einen Druck erfährt , der stets senkrecht auf der 
Fläche steht, und dem Quadrate der Geschwindigkeit in der 
Richtung der Flächennormale proportional ist. Wird der 
Winkel zwischen Flächennormale und ar-Axe mit l bezeichnet, 
so ist dieser Druck proportional cos*A. Da der Eotations- 
körper als starr vorausgesetzt wird, kommt von ihm blos die 
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1770), Legeinlr« (1786) und Jaeobi (1837). Herausgegeben von 

P. Stäckol. Mit 12 TeKtflguren. (HOS.) JliM. 
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